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Einleitung. 


- Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einer Aufforderung 
meines Vaters, des Professors Grassmann zu Stettin, zu untersuchen, 
ob der für Curven dritter Ordnung gültige Satz, dass auf der Verbin- 
dungslinie zweier Wendepunkte stets ein dritter liege, nicht einer Erwei- 
terung auf Curven vierter und höherer Ordnung fähig sei. 


Eine Ausdehnung des genannten Satzes auf Curven höherer Ord- 
nung, für Wendepunkte in gerader Linie gültig, ‚umfasst nur speecielle 
Curvenarten. So ergiebt sich für Curven vierter Ordnung der Satz, 
dass, sobald drei ihrer Wendepuncte in gerader Linie liegen, auf dieser 
stets noch ein vierter Wendepunkt sich befindet. Dass aber drei Wende- 
puncte in gerader Linie liegen, ist nur für solche Curven vierter Ord- 
nung gültig, für welche eine bestimmte Invariante verschwindet. 


Ich unternahm daher den Versuch, den von meinem Vater ver- 
mutheten Satz zu beweisen, dass ein durch fünf Wendepuncte einer 
Curve vierter Ordnung gelegter Kegelschnitt die Curve noch in drei 
weiteren Wendepuncten schnitte.e Es gelang mir denselben einestheils 
mit Hülfe der Sätze über die Schnittpuncte von Curven, wie sie von 
Jacobi, Plücker und Cayley aufgestellt sind, anderntheils vermöge des 
sogenannten Carnot’schen Theorems über die Schnittpuncte eines Polygons 
mit einer Curve zu beweisen. 


Jedem durch acht Wendepunkte gehenden Kegelschnitt (K) zeigt 
sich dabei ein anderer (Kı) zugeordnet, der durch die ferneren Schnitt- 
puncte der Wendetangenten mit der Curve vierter Ordnung hindurch- 
geht. Dabei ist der Curve vierter Ordnung (C,) selbst, in Bezug auf 
jede solche zwei Kegelschnitte, eine andere Curve von derselben Ordnung 
(C’4) zugeordnet, welche die acht Wendetangenten (tı, ts, ....ts) von 
G; gleichfalls zu Wendetangenten hat; die zugehörigen acht Wendepunete 
von O'4 liegen auf K, während die ferneren Schnittpuncte dieser Curve 
mit den Wendetangenten auf K, liegen. 


Hieraus folgt dann die wichtige analytische Darstellung der Curven 
vierter Ordnung, 
Ö;. Get ig ur ‚ts-+-iK?.K, 


2 


welche der bekannten Darstellung der Curven dritter Ordnung in der 
Form 

Geet,.to.ts+- XP 
vollkommen analog ist, und zu ähnlichen Sätzen wie die letztere Veran- 
lassung giebt. 

Ferner ergiebt sich, wie bei den Curven dritter Ordnung, ein System 
von zwölf geraden Linien durch die neun Wendepuncte, hier ein solches 
von 759 Kegelschnitten durch die 24 Wendepuncte, das in ähnlicher 
Weise wie das erstere angeordnet ist: Existiren dort vier Tripel von 
geraden Linien, deren jedes alle neun Wendepuncte enthält, so giebt 
es hier 3795 Tripel von Kegelschnitten, die jedes durch alle 24 Wende- 
puncte hindurch gehen: ein Umstand übrigens, der zeigt, dass eine 
analytische Behandlung des Wendepunctproblems in der Weise wie bei 
den Curven dritter Ordnung hier nicht möglich ist. 


Endlich folgt aus dem Wendepunctsatze unmittelbar auch der Satz 
von der Realität von höchstens acht Wendepuncten. — 


Ich beginne nun im folgenden, nach einer kurzen Darstellung der 
oben erwähnten Hülfssätze über die Schnittpuncte von Curven, mit dem 
Beweise der soeben angeführten und einiger mit ihnen in enger Ver- 
bindung stehender Sätze, wende mich dann zu den dualistisch' entspre- 
chenden Sätzen über Curven vierter Olasse und schliesse die Theorie 
der Curven vierter Ordnung mit der Betrachtung einiger Specialitäten 
und dem Beispiel der Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpuncten, 
die eine vollständige analytische Entwickelung der Kegelschnitte K und 
K;, und der zugeordneten Curve O4 gestatten. | 


Am Schlusse endlich meiner Arbeit werde ich den; allgemeinen 
(n—2)(n—+1) 
2 


Satz beweisen, dass, wenn man durch Wendepuncte einer 


Curve n‘® Ordnung eine Curve n— 2% Ordnung legt, diese auch durch 
(7 UNN. 2) 
2 


weitere: Wendepuncte der Curve n‘“® Ordnung hindurchgeht. 


Auch hier werden zugeordnete Curven in ähnlicher Weise wie bei 
den Curven vierter Ordnung auftreten, die indess wegen ihres. hohen 
Grades weniger Interesse in Anspruch nehmen. — 


Ich bemerke noch, dass ich mich in Terminologie und Bezeichnung 


fast durchweg an diejenige der Fiedler’schen Bearbeitung des Salmon- 
schen Werkes über analytische Geometrie angeschlossen habe, — 


8 ı. 
Ueber die Schnittpunetsysteme von Curven.!) 


Die Zahl ..der. zur ‚Bestimmung einer Curve :n!® Ordnung nothwen- 


n(n+3). 
2 


digen Punkte ist gleich Denn diese liefern durch Substitution 


ihrer Coordinaten in die allgemeine Curvengleichung N Bedin- 


1 2 
gungsgleichungen für die uralten, Coefficienten derselben, so dass 
diese im Allgemeinen bis auf einen Proportionalitätsfaetor eindeutig 
bestimmt werden. 


Doch können die end 


Puncte solche besonderen Lagen haben, 
dass dies nicht mehr der Fall ist; wie unmittelbar 'daraus klar ist, dass 
sich zwei Curven n‘® Ordnung in n? Puncten schneiden, also (wenn n>2) 


n(n-+-3) 
2 


sich durch beliebige. von diesen Puncten mindestens zwei und, 


wie sich sogleich ‘zeigen wird, unendlich viele Curven n‘“ Ordnung 
legen lassen.. ı In .der., That, sind ‚U==0 und V=0 die Gleichungen 
zweier. Curven .n'°" Ordnung, ‚(die jede auch in’ Curyen niederer Ordnung 
zerfallen, aber. nicht'‚eine gemeinschaftliche Theilcurve enthalten dürfen) 
und ‚ist \'eine. beliebige Grösse, so stellt U-+AV==0. offenbar eine neue 
Curve. nt“ Ordnung dar,,'welche ‚durch die n? Schnittpuncte der ersteren 
beiden Curven hindurchgeht. _Da nun jedem der unendlich vielen Werthe 
von X eine bestimmte Curve entspricht, so gilt der Satz: 
«Durch die n? Schnittpuncte zweier Curven n® Ordnung lassen 
“sich unendlich viele Curven derselben Ordnung legen.» 
Durch Wahl eines weiteren beliebigen Punctes ist dann A und da- 
mit. auch‘ die zugehörige Curve U+AV bestimmt. ‘Da nun eine Curve 


n(n—+3) 
2 


n‘® Ordnung im Allgemeinen durch Puncte bestimmt ist, so 


1) Vergl. Salmon, höhere ebene Curven 8. 15 u. fi. 


werden durch - & nn — | von den genannten n? Puncten die übrigen 
a Puncte bestimmt sein, d. h. 
[ «Alle Curven n“” Ordnung, die durch en —1 feste Puncte _ 
= En enthalten noch andere Kb $ a feste Puncte. 
Diese en 2 — 1 Puncte dürfen jedoch nicht willkürlich unter 


den n? Durchschnittspuncten von U und V re wog Sie 
müssen eben von der Art sein, dass’sich, nach Hinzufügung eines Punctes 
ausserhalb, durch dieselben eine und nur eine, einfache Curve n‘ Ord- 
nung legen lässt. 

Es kommt also, um. die Anwendbarkeit des Satzes II ‚zu prüfen, 
wesentlich auf die Untersuchung der Bedingungen an, unter denen 
ae gegebene: Puncte eine einfache Ourve n‘“ Ordnung eindeutig 
bestimmen. 

Es sind nun besonders folgende zwei Fälle, in denen "dies "nicht 
stattfindet. 

1) Es seien unter den nl dan Ener ae Curve n!* Ordnung 


(p* uitaye ads un. 2) 


mehr als np — , also, etwa.np — “1 auf 


einer Curve p'® Bf gelegen, so kann man, da 
nn p a Rasen N. al! P+3) ;, 
dureh: die übrigbleibenden Puncte eine‘ Curve!’ n — pt® Me legen, 
die mit der Curve p‘® ‘Ordnung zusammen eine Curve nt” Ordnung 
bildet. Diese Curve nt Ordnung ist 'nun entweder die einzige mög: 
liche durch die gegebenen Puncte, oder es ist noch eine und damit nach 
Satz l eine unendliche Schaar von Curven n!® Ordnung durch dieselben mög- 


210): 


lich. Der letztere Fall zeigt, dass von den gegebenen np — 


Puncten einer.,schon. durch. die ‚übrigen \bestimmt sein muss, ut also 


N 


jede Curve n® Ordnung, die durch np — Puncte der Curve 


p'® Ordnung ‚hindurchgeht, auch’ noch durch Ka einen, und: wie sich 
auf dieselbe Weise ergiebt, durch bestimmte EN) Puncte’ der 


Curve p'® Ordnung hindurchgeht., D. h. „Sind von, den Bestimmungs- 


| 
an 
| 


auf einer 


Pen 933 -1)p 2 
puncten einer; Curve n'“ Ordnung mehr als np — (p ı\% ) 
Curve’ pt Ordnung gelegen, 'so zerfällt die Curve nt Ordnung ent- 
weder in die Curve p‘ und eine n — p'® Örduung, oder sie wird ein- 
fach, zweifach, xfach unbestimmt, je nachdem 1, 2 oder x Puncte mehr 


p—1)(p—2) 
2 


2 
auf der ÖOurve p!® Ordnung liegen. 


als pp — ( 


2) Es seien unter den gegebenen Puncten mehr als 
Ä (n-+p—h— 1) m+-p—n—2) 
2 
etwa v+ I Durchschnittspuncte zweier OCurven mt" und pf®"' Ordnung 


VFF BP 


Cm und C, gegeven.”) Lege ich dann durch E u. ia re: 
von Ö, eine Curve u — m‘® Ordnung; durch Azul Br Puncte 


von (m eine solche n — p‘“ Ordnung, so habe ich zwei Curven n'“ 
Ordnung 
BHO EEE REEL 

u ren) (n—p-+3) 


di 
ie np = 9 5 
au (n+4 en a RL aa 3) 
Puncte gemein haben. Da nun durch diese leer Puncte zwei 


Gurven ;n‘®" Ordnung gehen, so gehen auch. (nach I) nnendlich viele 
hindurch, und waren daher die obigen Durchschnittspuncte nicht unab- 
hängig von einander in Bezug auf eine Curve n!“ Ordnung, sondern 
(m+p—n—1)(m+p—n-—2) 
2 
Durch dasselbe _Raisonnement.. lässt ‚sich zeigen, ‚dass von den 
mp, Durchschnittspuneten zweier. ‚ÖOurven ı .m'®,, und ‚p'® Ordnung 
(mn 2) 
Sr: 
durch die übrigen bestimmt sind. 
| Der Satz II ist also nicht anwendbar, wenn von den gegebenen 
n(n—+3 —1)(p—2 
el — 1 Puneten, mehr als n.p— » a 
II: ar p'® Ordnung liegen, : oder wenn von ihnen mehr als 


Pie re un =) Puncte Schnittpuncte zweier 


bestimmt. 


einer durch die übrigen mp — 


in Bezug auf eine Curve n'“ Ordnung 


auf einer 


Öurven m“ und p' Ordnung sind menden): 


2) wo natürlichm <n, p<n ist. 


en 


So dürfen, .z. B. von den 26 Puncten, welche ein Büschel von 
Curven 'sechster Ordnung bestimmen, nicht 20 Puncte Durchschnitts- 
puncte einer ‚Ourve 4'°" und einer ‚5‘ Ordnung ‚sein. ‚Alle durch. diese 
20 Puncte gehenden eigentlichen Curven 6% Ordnung bedürfen. zu, ihrer 
Bestimmung noch acht weiterer. Puncte;-, auf. sie ist: also der ‚Satz ‚Il 
nicht anwendbar. 


Uebrigens können, wie schon bemerkt, die beiden Ourven.n'*" Ord- 


nung (U und V) eigentliche oder zerfallende Gurven sein. — Geht also, 

wie es bei den später folgenden SW meist der Fall sein wird, 
3 

durch - lei BL von den a Baader eine dritte 


2 


zerfallende Curve nt Ordnung (W) hindurch, so liegen Kuk dieser 


a to) Schnittpuncte von U und V, sobald sich 


auch die übrigen 


durch die genannten Puncte eine einfache, durch Festsetzung eines, fer- 
neren, von ihnen unabhängigen 'Punctes ‘vollständig bestimmte Ourve 
n'® Ordnung ‚legen lässt. — Dies erfordert, 1): dass keine zwei der Systeme 
U, V, W eine gemeinschaftliche Theilcurve enthalten; oder dass jede Theil- 
curve m‘® Ordnung: so gelegt ist, dass von'ihren Bestimmungspuncten 


(P—1)(p— 2) 
3 


höchstens mp — willkürlich auf einer Curve p'® Ord- 


n(n—+-3) 
zwei Bedingungen (1I*) genügen, d. h., dass; vor allem nie, mehr ‚als 


—)P—2 | ; 
np — ıp E = von diesen Puncten auf einer ‚Ourve.p'* Ordnung 
liegen. Diese Bedingung kann man auch‘ so aussprechen, dass von 
den genannten Puncten ‘auf einer Curve p!® Ordnung höchstens so viel 
liegen dürfen, dass ‚zur Bestimmung der sie ergänzenden Curve n— p'® 
@—p)la—p+3) 
- I 


nung liegen (p<m),' und 2). dass die — 1‘ Puncte den obigen 


Ordnung noch die genügende Zabl von Puncten, 
übrig bleibt. | 


Der Fall einer gemeinschaftlichen Theilcurve ist natürlich unter 
Weglassung derselben besonders zu behandeln. Y 
Aus dem auf Seite 5 bewiesenen en sich direct die folgen- 
den Sätze: | u 


«Alle Curven n“ Ordnung, die np — in Bezug 


020-2) 
2 


auf eine Ourve n‘® Ordnung unabhängige) Puncte mit einer Curve 
p'” Ordnung gemein haben, haben mit derselben weitere 


N 1402 TE f 
BEI Puncte gemein. Die übrigen Durchsehnittspuncte 
je zweier dieser Ourven n'” Ordnung liegen auf einer Curve 


n—-p'” Ordnung», und 


De 


« Alle Curven n'” Ordnung, welche durch mp — mt P—n—1) 


(m+p—n--2) Durchschnittspuncte zweier Curven der m’ 

und pP" Ordnung m<n, p<n) hindurchgehen, enthalten auch 
iv J die übrigen = mp —n— 1) (m+p —n— 2) Durchschnitts- 

Nperäett beider Ourven. Die ferneren m (n —p) Schnittpuncte einer 
jeden dieser Curven n'” Ordnung mit der Curve m'” Ordnung, 
liegen auf einer Curve n— p'" Ordnung, ihre ferneren p(n — m) 
Schnittpuncte mit der Cwve p'” Ordnung auf einer Curve 

| n — m’ Ordnung.» 

Alle diese Sätze über Schnittpuncte von Curven verlangen eine 
kleine Modification, wenn einer der gegebenen Puncte Doppel- oder 
Rückkehrpunct für eine der Gurven n'® Ordnung ist. Ein solcher Punect 
zählt dann als Bestimmungsstück einfach, als Schnittpunet doppelt, und 
wird daher die’ Zahl der”durch ‘die übrigen bestimmten Schnittpuncte 
durch jeden 'Doppel- oder Rückkehrpunet um eine Einheit vermindert. 
Zugleich findet in einem solchen Puncte eine Berührung aller übrigen 
Curven des betreffenden Curvenbüschels statt. 

Anm.: Die Sätze I—IV sind übrigens nach der Form ihres Be- 
weises sowohl für reelle als für imaginäre Schnittpunete gültig. 


8.2. 
Anwendungen auf Curven vierter Ordnung. 


1) »Legt man durch die Puncte, in denen eine Curve 4" Ord- 
nung. (C,) von einem Kegelschnitte K geschnitten wird, die Tangenten 
tıla...ts an O1, so schneiden diese den zweifach gerechneten Kegel- 
schnitt (K?) noch in 16 Puneten, durch die sich ein Büschel, von 
Ourven 4 Ordnung Cs legen lässt. Die Puncte, in denen jede dieser 
Ourven CO’, und die gegebene Ourve 4° Ordnnng die Linien tı...ts 
ausserhalb K? schneiden, liegen auf einer dritten Curve 4 Ord- 


En 


nung Cs. Diese Ourven Os, bilden entsprechend. den Curven C'ı 
ein zweites Büschel mit den 16 Puncten auf Oı als Grundpuncten.s 

Der Beweis wird geführt, indem man C, durch 13 Schnittpuncte 
von tı...ts mit K? legt. Dann haben die beiden Curvensysteme ster Ord- 
nung Q4.C4 und tı... tg mit der Curve vierter Ordnung K? 

d9 Bing ly0 LE Alkkary2) 
2 | 

Puncte gemein, also nach Satz III auch weitere 3. Ihre übrigen 
32 Schnittpuncte liegen dann auf einer andern Curve 4 Ordnung 
CH. —. 

Statt dessen hätte man natürlich auch direct Cs durch 13 Puncte 
von CO, und einen Punct von O’y auf t,.:.t, ausserhalb K? legen können, 
und die drei Systeme achter Ordnung C4C'4, tı...ts, K? Cs betrachten 
können, die dann 43, also nach Satz II 21 weitere. Puncte gemein 
haben. — 

Analytisch zeigt dieser Satz die Darstellung, der Curven 4° Ord- 
nung in der Form 


2) C4.C’yzetı...ts-+AK?.C4, 


eine Darstellungsweise, die derjenigen der Ourven dritter Ordnung’ in der 
Form 


O;=titet3s+AP?.Q 

vollständig entspricht. — | | 

Der hier auftretende Kegelschnitt K war; gänzlich‘, willkürlich. 
Ich wähle jetzt statt seiner ‚einen durch fünf beliebige Wendepuncte ‚der 
Önrve 4% Ordnung gehenden Kegelschnitt, ziehe die fünf Wendetangenten 
tı...t5 und lege durch die weiteren Schnittpuncte derselben ‚mit der 
Curve 4° Ordnung einen zweiten Kegelschnitt Kı.. Durch 14 ‚fernere 
Schnittpunete von K? mit tı...ts lege ich endlich, eine zweite Curve 
4° Ordnung C',, die also etwa tı...t4 zu Wendetangenten, t; zur ein- 
fachen Tangente hat. Dann haben die beiden Ourvensysteme 8!“ Ord- 
nung CC’ und K?.K, mit tı....tz 

848.5 eu, also weitere 6 Puncte 

gemein, die auf CO’, liegen müssen. Zugleich liegt einer von ihnen auf 
K3, d. h. auch ts ist Wendetangente für C’,, und die andern 5 liegen 
auf R.. — Durch die übrigen 24 Schnittpuncte der beiden Curven 
5" Ordnung geht dann nach III eine Curve dritter Ordnung (3. 

Dies liefert den Satz: Pr | 
3)  »Legt man durch 5 Wendepuncte einer Curve 4 Ordnung 
einen Kegelschnitt K, durch die 5 weiteren Schnittpuncte der be- 


SR gr) er 

treffenden Wendetangenten mit CO, einen zweiten Kegelschnitt Kı, so 
giebt es eine Ourve vierter Ordnung C', die durch die ferneren 
Schnittpuncte von K* und Kı mit tı. .t, geht, d. h. die diese Linien 
2u Wendetangenten mit Wendepuneten auf K'hat, während ihre fer- 
neren Schnittpuncte mit denselben auf‘ Kı liegen. Eine Curve .3'" Ord- 
nung Os berührt jede der Curven Ci und C'y dreipunctig in ihren 
ferneren Schnittpuncten mit K und Ki durch ihre weiteren Schnitt- 
puncte mit Kı.« | 

Durch diesen Satz verhält man die folgende analytische Darstellung 


der‘ Curven vierter Ordnung: 
4) | C4.C4=trte. .. 16, 03 +AK°K,.—: 


Ich gehe jetzt über zum 


8.3. 


Beweis des Wendepunetsatzes für Curven vierter 
Ordnung, | 


der in der Einleitung auf $. 1 bereits genannt ist. 


Der soeben bewiesene Satz (3) hat auf eine Curve ‚vierter Ord- 
nung geführt, die zu den Kegelschnitten K und Kı in genau demselben 
Verhältnisse steht wie die gegebene Ourve 4° Ordnung selbst, und die 
daher auch alle diese Kegelschnitte betreffenden Eigenschaften der letz- 
teren mit ihr theilen wird. Dies wird vor allem in Bezug auf die 
ferneren Schnittpunete beider mit dem Kegelschnitte K der Fall sein, 
die nach dem Wendepunctsatze eben Wendepuncte sein sollen. 

Es liegt daher nahe, diese Curve vierter Ordnung zum Beweise des 
genannten Satzes zu benutzen. Zieht man nämlich in den ferneren 
Schnittpuneten von C, mit K die Tangenten an Ös (te, tz, ts), so hat 
man drei Curvensysteme achter Ordnung 

tonh, OR FRERK 1, 

die nach Satz Il 43 unabhängige Puncte gemein haben müssen, um 
weitere 21 gemeinschaftliche Punete zu haben. Doch ist es nur mög- 
lich 40 solche unabhängige Puncte zu finden, da man von dem Satze 3), 
nach welchem C’s mit K’K, und tı...ts noch weitere 6 Puncte gemein 
hat, keinen Gebrauch machen darf, indem sonst von den genannten 
(5—1)(5—2) 

a 
nung (tı...t5) liegen würden. (Siehe II®) 

Es ist daher nothwendig, zum. Beweise des Wendepunctsatzes als 
ergänzende Curven solche höherer Ordnung zu Hülfe zu nehmen. 


43 Puncten mehr als 34=8.5 — auf einer Curve 5! Ord- 


Zi ER 


Ferner ist es zweckmässig,, sich den dreifach zu rechnenden Kegel- 
schnitt durch die fünf Wendepuncte zunächst in drei verschiedene un’ 
endlich nahe Kegelschnitte K,K’,K’ zerlegt zu denken. 


Nennt man dann die Schnittpuncte von K und K' mit 64, aı...ag 
resp. Di... Ds, so werden. die Tangenten tı...t, an C4 durch die Linien 
abi; ... Agbs, dargestellt. Die ferneren Schnittpuncte: derselben mit 
C; seien durch cıdı; C2da5 .... 6308, ‚ihre weiteren Schnittpunete mit 
K und K’ durch &ı...&s resp. ßı...ßs bezeichnet. Durch die Puncte 
C1«.:65 Sei nun ein dritter. Kegelschnitt K’' gelegt, der die Linien ti...t; 
noch in Yı...Y5, tstzts noch in resp. Ys undic'g, yz und c’,,yg und c’g 
schneidet, wo C’'sc’zc’ diejenigen unter diesen Puneten’sein mögen, welche 
bei einer Annäherung der Kegelschnitte K,K’,K’ aneinander, in die: Nähe 
von (As,b6), (A7,br), (as, bs) fallen. 


Kann ich nun beweisen, dass c’e, c'z, C's auch auf der Curve vierter 
Ordnung Cs liegen, so, erhalte ich, wenn die; drei,Kegelschnitte KK'K” 
zusammenfallen, d. h. durch 5 Wendepuncte gehen, für jede ferneren 
Schnittpuncte derselben mit C, drei unendlich nahe in; gerader Linie 
liegende Puncte d. h. einen Wendepunct?). Sobald diese Eigenschaft 
für einen der ferneren Schnittpuncte von K mit C4 bewiesen ist, so ist 
sie auch für alle drei bewiesen, und man kann daher zum Beweise des 
Wendepunctsatzes entweder alle 8 Tangenten tı...ts oder nur 6, etwa 
tı...te, verwenden. i 


3) wenn ich nämlich von dem Fall einer Tangente in einem Doppelpuncte, deren Existenz . 
besondere Specialitäten verlangt, überhaupt absehe. 


aa + Be 


Ich. wähle: den Fall: der 8 Tangenten, so wird''ies, wie aus dem 
früheren erhellt;«vor Allem darauf: ankommen; die Curve 4*° Ordnung 
durch andere »('urven so zu ergänzen, ‘dass 'in dem sich. ergebenden 
Schnittpunctsystein. eine, Anzahl von. Puneten durch die „übrigen. be- 
stimmt ist. | 

Lege ich also durch die 24 Puncte x%Y, unter. denen, wie ich 
annehme, keiner auf CO, liege, *) eine Curve 6'° Ordnung Öse, so, habe 
ich drei Curvensysteme 
O0; .Cy von der 10%” Ordnung 

tı....ts von der 8%" Ordnung 
_K,K', K’. von der ‚6' Ordnung, 

(86-10 = 1)(8+-6-- 10-2) 

Puncte mit einander gemein haben, nämlich: 1) die 24 Punete «By auf. Cs, 
2) die 31, Puncte a,b, cı,..c% auf,C45 daher haben, dieselben. nach 
Satz IV drei weitere Durchschnittspunete gemein, d.h. die, Puncte 
Ce,cC7, Cs liegen auf C..C,. Um nun zu zeigen, dass diese drei Puncte 
auf C, liegen, hat man die Curve O,, für deren Bestimmung erst 24 
Puncte gewählt sind, endgültig so zu bestimmen, dass sie nicht durch 
die drei Puncte c’;c'7c's oder wenigstens nicht durch einen derselben 
(etwa c’,) hindurchgeht. Es ist nun undenkbar, dass alle durch die 
Puncte &%Yy möglichen Curven 6*° Ordnung ohne Ausnahme auch durch 
die drei Puncte c’'gc’z e’s hindurchgehen. Dazu würden äusserst specielle 
Lagen der Puncte «ßYy und der Puncte c’gc7c's erforderlich sein, die 
im vorliegenden Falle im Allgemeinen nicht eintreten können. — Selbst 
wenn z. B. die 24 Puncte «By (oder mehr als 21 von ihnen) auf einer 
Curve 4: Ordnung 'C'y liegen ‘sollten, — wie sich ‘in der That sogleich 
herausstellen : wird -— so lässt ‘sich durch dieselben als Schnittpuncte 
dieser Curve'4!°" Ordnung: mit der Curve 6'° Ordnung‘ K K'K’ nach 
Satz III noch eine sechsfach unendliche Schaar von Ourven 6'° Ordnung 
legen, also eine fünffach unendliche Schaar solcher ÖOuren, die nicht durch 
die Puncte c’e,c’7, c’g hindurchgehen. Uebrigens kann ‘man’ natürlich 
bei dieser Voraussetzung die Curve 4" Ordnung C', selbst als er- 
gänzende Curve benutzen. — 

Hat man nun eine Öurve 6°“ Ordnung Cs," welche durch 
die, 24: Puncte\.xßy \geht, ohne etwa cs zu. enthalten, ' so wähle 
man diese ‚zur.\ergänzenden Curve. Dann muss ‚der Punct c’e, der. wie 
vorher bewiesen ‚auf C4..Cg liegt,  nothwendig auf C, liegen, da er bei 
der eben‘getroffenen Wahl von Cs auf dieser Curve. nicht liegen kann. 


die 45—=8.6— 


4) Ist dies der Fall, so treten wieder besondere Singularitäten ein. 


RN a 


Es fällt also c’s mit cs oder d, zusammen. Das’ entsprechende" lässt. sich 
für die Puncte e’s,c’g nachweisen, und ist damit, wenn man die drei 
Kegelschnitte K, K', K’' zusammenfallen lässt, der Satz bewiesen: 

5) » Ein durch fünf Wendepuncte einer (allgemeinen) Ourve' Ze 
Ordnung gelegter Kegelschnitt schmeidet dieselbe in drei weiteren 
Wendepuncten.« | 


Bemerkungen: 1) Da man zur definitiven eh von (Cs 
noch über drei Puncte zu verfügen hat, so kann man diese von vorn 
herein so wählen, dass C, mit einer der Linien t, etwa mit te, schon 
sechs von c’, verschiedene Puncte gemein hat, so dass es also, ohne 
diese Linie als Theilgebilde zu enthalten, keinen weiteren Punct mit 
ihr gemeinschaftlich haben kann. Man braucht zu: diesem!Zwecke nur 
die genannten drei Puncte beliebig auf ts, aber ausserhalb K, K’, K’' 
anzunehmen, und hat dann den nicht‘ schwierigen Nachweis zu führen, 
dass die so bestimmte Curve 6! Ordnung die Linie t; im Allgemeinen 
nicht als Factor enthält. 


2) Statt von dem Satze IV Gebrauch zu machen, hätte man ‚auch 
beliebig einen der Sätze II und III benutzen können. Man hätte dann 
nur nöthig gehabt, K? vermittelst einer durch 14 noch nicht benutzte 
Schnittpuncte von 03.04 mit tı...ts gelegten Curve ‚4° Ordnung, ‚und 
tı...ty vermittelst eines etwa durch 5 fernere Schnittpuncte von C; mit 
K? gelegten Kegelschnittes Ko zu Curven 10'* Ordnung zu ergänzen. ER 

| 3) Der ‚Beweis ist hier nur für allgemeine »Curven. 4" ‚Ordnung: 
geführt worden. , Weiter : unten ($ 10). werden.: einige ‚specielle. Fälle 
behandelt werden. — x 0 

Ist nun’ der, Satz. 5). bewiesen; so „lege man » durch‘ 14 \ weitere 
Schnittpuncte der acht Wendetangenten 'mit dem dreifach »gerechneten 
Kegelsehnitt K®.eime zweite Curve 4° Ordnung: 6‘. "Dann haben die 
beiden : Curven . 8!) Ordnung 

Cu und tunilbite 
mit ‚der, Curve .6'%. Ordnung K? 


38 oder gugbrd® er nl also, auch ‚(nach IM) 


weitere 10 gemein, d.h. | | | ie 

6) »Die Curve C4 hat die Linien tı..:ts gleichfalls zw Wende- 
tangenten, und die diesen zugehörigen Wendepunete liegen auf dem 
Kegelschnitte K. : Die ferneren Durchschnittspuncte von Cı Cs mit 
tı...ts liegen dann auf! einem Kegelschnitte Kı, der also durch die 
a Schnittpuncte der 8 Wendetangenten sowohl mit C; as mit 
C'; hindurchgeht.« 


a 


Ich werde mich im: Folgenden für die Kegelschnitte'K und K; der Aus- 
drücke „Wendekegelschnitt“ und „ergänzender Kegelschnitt,“ 
für die Curve CO’, der Bezeichnung „zugeordnete Curve (4 Ord- 
nung)“ bedienen. 

Aus 6) ergiebt sich weiter die folgende wichtige analytische Dar- 
stellung ‚einer: ‚Curve 4°", Ordnung in: Verbindung mit einer ihrer 'zu- 
geordneten | Curven:: 


7) Q4.C'yeetı...ts+ A KPKı, 
eine Darstellung, die man als Erweiterung der beiden unter‘ No. 2 und 4 
angeführten: betrachten kann. — Sie ist derjenigen der Gurven 3° 


Ordnung in der Form 
0; = tıtat3 + P? 
vollständig analog. — (s. $ 8). 


& 4. 


Beweis des Wendepunetsatzes für Curven vierter Ordnung 
mit Hülfe des Carnotsehen Theorems.‘) 
Das Carnot’sche Theorem lautet; 
8) „Schneidet eine Curve n''"Ordnung die Seiten eines Polygons (m-Ecks) 
Am 2159199 +.» Amt’am 
beziehlich in den Puncten 
Ay, A120... An; Agı, Ag2-...A2n5 +» Ami; Am2+ +. Anın, 
so besteht immer die Gleichung 
»\ fl an], 6 
Ani An-ı ‘ 
hl „.nfi=li.. 
Aus.m geraden ‘Linien lassen sich,nun für, (m >2) 3.4... (m—1) 
Polygone, herleiten. Sind; nun ‚auf, jeder: dieser )Graden.n Puncte (m <m) 


gegeben, so lässt sich durch Bl von diesen mn Puncten eine 
Curve, n!® Ordnung legen. 
„Besteht dann die Gleichung 8) für mindestens mn — 2 u 2 


Polygone,;; so liegen die ‚sämmtliehen ‚mn Puncte auf einer ‚Curve n!* 
Ordnung.“ 


Indem ich mich beim Beweise der Einfachheit wegen ganz der Be- 


5) Dieser Beweis ist im Grunde kein anderer als der frühere, nur in einer andern, nicht 
uninteressanten Form. 


%) Vergl. Cremona, Einleitung in eine geometr. Theorie’der eb.’ C. $ 8, No. 38 ff. 


wur 


nes und Entwickelungen des vorigen ee ans er- ' 
halte ich: zunächst, wenn ich setze ıb 
0141.A2a92:...A4g2;5 
— rarıı 
A1a8.A2Aı....1897 

NU.B.E.D=i1, 
da. die Puncte a, b,c,d auf einer Curve 4'°" Ordnung liegen ; ebenso,’ wenn 
ich durch d,:,( die weiteren Schnittpuncte der Curve 6" Ordnung'mit 
den Linien tı...ts bezeichne 4 % 

2) ABNAEZ=1, 
da die .Puncte Me auf einer Curve 6'°" Ordnung a 

3) AA—=1, da aunda. auf K et etc, 

4) 8B<1, 

5) | me | | | is 

(14-1 
Durch Multiplication von 1) und 2) folgt mit Rücksicht auf 3) und 4) 

6) EDTARZ-], 
eine Gleichung, welche bh der E des Gaktlor schen Theorems 
aussagt, dass die Puncte c,d,y, d,:,( auf einer Ourve 6" Ordnung liegen. 
Diese Curve @ter Ordnung hat nun aber mit dem Kegelschnitte Ki 
(Gl. 5) 13° Punete (&.2.065, Yı...Yys)' gemein, zerfällt also in diesen und 
eine Curve 4! Ordnung, "und Su müssen von den Brichn 

‚d,y,8,8,6 drei mit c',c,e' 
zusamnmenfallen. ' Betrachte ich’ nun eine der Linien 't; etwa ts, 8 so kann 
von den auf ihr Hegenden Punkten | 

1) Ye nicht mit Cs zusammenfallen \ | 

2) wenn C; zweckmässig gelegt ist, auch. nicht ds, &s,(6. Es bleiben 
somit als einzige Puncte die Puncte cg und d, übrig. Das Zusammen- 
fallen eines dieser beiden Puncte mit c’; sagt aber aus, dass dc’, auf 
der Curve 4" Ordnung 'Cy4 liegt: ' womit nach dem Früheren der Wende- 
punctsatz bewiesen ist. — 

Der Carnot’sche Satz verlangt einige Modificationen in den folgen- 
den Fällen: ”) 1) wenn einer der Eckpuncte a'auf der Curve liegt, und 
2) wenn zwei der Seiten des Polygons ‚parallel:‚werden.. :Doch kann 
man von beiden absehen, weil der erstere Fall, wo sich also zwei von 
den Tangenten t,...ts auf der Curve schneiden müssten, eine Bedingung 
zwischen den Coefficienten der Curve voraussetzen würde, die wir aus- 
schliessen, und der’ zweite, da es sich um projeetivische Eigenschaften 
der Curven handelt, durch Projection der ganzen Figur vermieden werden 
kann. 


7) Siehe Salmon, h.,eb. Curv. S. 132. 


Te er 


85. 


Ueber das System von Kegelschnitten dureh die 
24 Wendepuncte. 


Die Wendepuncte einer Curve 4° Ordnung (04) ergeben sich als 
Durchschnittspunete derselben mit einer Curve 6'° Ordnung (H), ihrer 
Hesseschen Curve. Legt man nun durch 21 von diesen Wendepuncten 
eine beliebige Curve 6'* Ordnung (Cs), so enthält dieselbe nach Satz IN 
auch weitere drei; und zu ihrer endgültigen Bestimmung sind noch 6 
fernere Puncte nöthig d. h. 

9) »Durch die 24 Wendepuncte einer Curve 4 Ordnung lässt 
sich eine sechsfach unendliche Schaar von Qurven 6" Ordnung legen. « 

‘Die ferneren ‘Durchschnittspuncte je zweier dieser Öurven 6° 
Ordnung liegen auf einem Kegelschnitte &. Man hat daher als Dar- 
stellungsform derselben den Ausdruck 

G=H+LK.0=0.— 

Durch 24 Puncte können nun im Allgemeinen so viele Kegel- 

schnitte gelegt werden, als dieselben sich zu fünfen gruppiren lassen d. h. 

| 24:23,22..21,20 

FalguR3 9-4. 5 

Da nun aber ein durch fünf Wendepuncte gelegter Kegelschnitt (nach 5) 
stets drei weitere enthält, so fallen von diesen Kegelschnitten stets so 
viele zusammen, als 8 Puncte Combinationen ohne Wiederholung (o. W.) 
zur 9‘ ÖOlasse zulassen; die obige Zahl ist also ‘noch durch 
8.7.0.5.4 
1.2.3.4.5 
10) zu dividiren, und man erhält für die wirkliche ‚Zahl der durch die 
24 Wendepuncte gehenden Kegelschnitte 759. 

Durch einen bestimmten Wendepunct gehen von diesen Kegel- 
schnitten so viele, als 23 Puncte Combinationen 0. W. zur 4" Glasse 
zu lassen, wenn: man die so erhaltene Zahl noch durch die Combina- 
tionen 0. W. von 7 Elementen zur selben Olasse dividirt d. h. 

LENZ GAZNAN. ZU 
23 Hlülpessgt ds gratge tg == 253 
Ebenso erhält man für die Zahl der durch zwei bestimmte Wende- 
puncte gehenden Kegelschnitte 
A 

Durch drei Wendepuncte gehen 

21°2:5°°==21, und 


24’ = 


a — 


durch vier Wendepuncte 
20°':41—=5 Kegelschnitte. 


— 16,— 


In Bezug auf diese letzteren fünf Kegelschnitte ist zu bemerken, 
dass dieselben alle 24 Wendepuncte enthalten. — 

Ich .fasse: ‚jetzt : "einen : bestimmten »:Wendekegelschnitt Ksins ‘Auge, 
der etwa durch die Wendepuncte‘61,:2..'. .8) hindurchgeht; dann lässt 
sich durch die noch fehlenden ‚16 Wendepuncte ein Büschel von Ourven 
4'°, Ordnung legen, da eine durch 13 von: denselben. gelegte Curve 
4'° Ordnung zusammen mit K, eine Curve 6° Ordnung „bildet, ‚die. mit 
H und GC, 21, also auch weitere drei Puncte gemein hat. — ‚Dieses 
Büschel 4" Ordnung enthält nun eine Schaar ‚von Kegelschnittpaaren, 
und demgemäss die Curve H+8C, eine Schaar, von Kegelschnitttripeln. 


Diese Behauptung ist als richtig erwiesen, sobald gezeigt ist, dass 
es. einen. Kegelschnitt K’ ‚giebt, welcher durch acht von den Puncten 
9 ,...%24 hindurchgeht; ‚denn dann geht durch die acht: noch fehlen- 
den: gleichfalls ein Kegelschnitt. 


Um dies nun nachzuweisen und zugleich eine Uebersicht über die 
759 Wendekegelschnitte zu gewinnen, theile ich dieselben in folgende 
sechs Gruppen ein: ) 


I. den Kegelschnitt K durch die Puncte 1...8, 

II. diejenigen Kegelschnitte, welche vier und nur vier von den 
Puncten 1... 8 enthalten, 

III. solche, die drei und nur drei, 

IV. solche, die zwei und nur zwei, 


V. solche, die einen und nur einen, 
VI. solche, die keinen der Puncte I.... 8 enthalten. 


Die Gruppe Il besteht aus viermal so viel Kegelschnitten als 8 
Puncte Combinationen 0. W. zur 4” Ölasse zulassen, da jeder Kegel- 
schnitt durch vier der Puncte 1... 8 und einen weiteren bestimmt ist, 
und sich durch jede vier Wendepuncte (nach dem früheren) fünf Kegel- 
schnitte legen lassen, d. h. nach Abzug von K noch 4. Es gehören also 
SD | 
1.2.9004 


Von der II" Art giebt es keinen Kegelschnitt. — Denn durch 
drei Wendepuncte (1, 2, 3) gehen 21: Kegelschnitte. Diese zerfallen aber 
I) in den Kegelschnitt K, 2) in. solche Kegelschnitte, die ausser den 
gegebenen drei Puncten (1, 2, 3) noch einen vierten der Puncte 1....8 
‘ enthalten. Da nun die Puncte 123 fünfmal mit einem weiteren der 
Puncte 1...8 verbunden vorkommen können, und durch jede vier von 
diesen Pinceh abgesehen von K, noch. vier Kegelschnitte gehen, so 
ist die Zahl dieser Kegelschnitte, die der If Gruppe ; angehören,, 
— 4.5 oder— 20, und gehören also alle durch die 3 Puncte 123 


der Il", Gruppe x 4 =:280 Kegelschnitte an. — 


gelegten Wendekegelschnitte der I‘ oder Il*" Gruppe an.®) Hieraus 
folgt zugleich der Satz: 
11) »Zwei Wendekegelschnitte, die wu Wendepuncte gemein haben, 
haben steis noch einen vierten gemein.« 

Um die Zahl der Kegelschnitte der IV'*" Gruppe zu finden, stelle 
ich folgende Betrachtung an. Durch zwei bestimmte Wendepuncte (1, 2) 
gehen (nach 10) 77 Kegelschnitte hindurch. Unter diesen ist 1) der 
Kegelschnitt K befindlich, 2) solche, die noch zwei von den Puncten 3... 8 
enthalten. Die Anzahl dieser ist aber, da sich aus sechs Puncten (3... 8) 
15 Combinationen 0.W. zur 2**"Classe bilden lassen, und dadurch vier Wende- 
puncte, abgesehen von K, vier Wendekegelschnitte hindurchgehen —=4. 15 
oder = 60. Die Differenz liefert 77 — 60 -- 1== 16 als Zahl der Kegel- 
schnitte, die durch die Puncte 1,2 gehen, ohne einen weiteren der 
Puncte 1...8 zu enthalten. Um die Gesammtzahl aller Kegelschnitte 
der IV*®" Gruppe zu erhalteu, hat man also 16 noch mit = EN Zu 
multiplieiren, und findet so für die verlangte Zahl 238 x 16 = 448. — ?) 

Die V'® Gruppe enthält wieder keinen Kegelschnitt. — Denn durch 
einen bestimmten Punct (1) gehen 253 Kegelschnitte. Diese zerfallen 
in folgende Arten: 1) den Kegelschnitt K, 2) solche Kegelschnitte, die 
ausser 1 noch drei von den Puncten 2...8 enthalten. Die Zahl der- 


1.6.5 Spesen 
selben ist — 193 x 4==140, da durch jede vier dieser Puncte ausser 


K noch vier Kegelschnitte gehen; 3) solche Kegelschnitte, die noch 
einen der Puncte 2....8 enthalten. Dies sind 7 x 16 =112, da durch 
zwei von den Puncten 1...8 16 Kegelschnitte gehen, die keinen dieser 
Puncte mehr enthalten. — 

Die Summe der gefundenen Zahlen ist = 253, d.h. gleich der Zahl 
aller, durch den Punct 1 überhaupt möglichen Kegelschnitte (s. 10), 
und giebt es also keinen Kegelschnitt, der einen und nur einen der 
Puncte 1...8 enthielte, oder 
12) „Zwei Wendekegelschnitte, die einen Wendepunct gemein haben, 
haben stets noch einen zweiten gemein.“ 


8) Man sieht dasselbe sofort ein, wenn man die durch die Puncte 123 und einen der 
Puncte 9...24, etwa 9 gehenden Kegelschnitte wirklich bildet. — Diese fünf Kegelschnitte ent- 
halten nämlich alle 24 Wendepuncte (s. vor. S. oben), alsoauch die Puncte 45 6 7 8, und zwar muss 
auf jedem derselben einer dieser Puncte liegen, da, sobald einer von ihnen mehr, etwa zwei 
derselben enthielte, er mit K identisch würde und ausser den Puncten 1...8 noch den Punct 
9 enthalten, also 9 Puncte mit der Curve 4ter Ordnung gemein haben müsste, was unmöglich ist. — 

9) Vergleiche das Schema auf Seite 19 und 20, 

2 


N 13 RR 


Die Zahl der bisher gefundenen Kegelschnitte ist gleich 
1-++280-+443=72), 
während die Gesammtzahl der Wendekegelschnitte 759 beträgt. — Es 
RR also für die VI'® Gruppe, deren Kegelschnitte keinen der Punete 

..8 enthalten, noch 30 übrig. —!) 

Diese ‚30. Kegelschnitte gruppiren sich paarweise so, dass’ jedes 
Paar die 16 Wendepuncte 9....24 vollständig enthält. Diese:15 Paare 
von Kegelschnitten sind zugleich auch die zerfallenden Qurven 4° 
Ordnung durch die genannten 16 Puncte. — Jedes: derselben: bildet 
zusammen mit K ein Kegelschnitttripel, in das der Ausdruck H+R.C; 
zerlegt werden kann. Um die Gesammtzahl solcher Tripel zu finden, ‚hat 
man die Zahl aller Kegelschnitte, 759, mit 15. zu multiplieiren, und 
da jedes derselben dreimal vorkommt, mit 3 zu dividiren. Dies‘ liefert 
3795 Tripel. TE 

Die Höhe der gefundenen Zahlen im Gegensatze zu den analogen 
in der Theorie der Curven dritter Ordnung weist auf die grossen 
Schwierigkeiten hin, die sich bei einer analytischen Behandlung des 
_ Wendepunctproblems der Curven 4" Ordnung muthmasslich ‘darbieten 
werden. Sind bei den Gurven 3‘ Ordnung die Tripel von.geraden 
Linien, welche durch die 9 Wendepuncte. gehen, nur von einem. un- 
bestimmten Coeffieienten abhängig und durch eine ‚Gleichung 4!” Grades 
gegeben, so ist das entsprechende Problem hier von sechs. unbestimmten 
Coefficienten abhängig, die auf 3795 verschiedene Weisen bestimmt 
werden können. — Ist damit bei den Curven 3‘ Ordnuug das Problem 
der Auffindung der 9 Wendepunete auf. die. oben genannte‘ Gleichung 
4!» Grades und Gleichungen ‚3'°* Grades zurückgeführt, ‚so scheint man 
hier auf eine entsprechende Reduction der analogen BER En verzichten 
zu müssen. | 

Es ist übrigens, besonders wenn man sich der beiden Sätze 11) 
und 12), erinnert, nicht; schwierig, ein Schema sämmtlicher 759 Wende- 
kegelschnitte wirklich zu bilden. Um eine Uebersicht: über: dieselben zu 
gewinnen, genügt es indessen, die in vorerwähnter Weise zu einem 
bestimmten Kegelschnitte K (1,2,...8) in Beziehnung stehenden. Kegel- 
schnitte aufzustellen. — 

Im‘ Folgenden sind unter II. alle die (60) Kegelschnitte, welche 
die Puncte 1, 2 und zwei weitere. der, Wendepuncte von K enthalten, 
unter III. diejenigen (16), welche ausser 1’ und'2 keinen‘ weiteren 
dieser Wendepuncte enthalten, und unter IV. 'endlich diejenigen 30 . 
Kegelschnitte verzeichnet, welche überhaupt keinen der Wendepuncte 

.. 8 enthalten. | 


10) Vergleiche das Schema auf Seite 20. 


AB 


Schema der Wendekegelschnitte. 


I. 


12545678 


II. 
ı 2 34291011 12|1 2 3 57918 17 21li 9 3 6 914 18 22 
13 14 15 16 10 14 20 23 10 13 19 24 
17 18 19 20 1115 18 24 1116 17 23 
21 22 23 24 12 16 19 22 12 15 20 21 
1ı 2 3 7:9151923|1 2 3 8:91620%4|1 2 4 5 9 1419 24 
10 16 18 21 10 15 17 22 10 13 18 22 
11 13 20 22 1114 19 21 11 16 20 21 
12 14 17 24 12.43 18 28 12 15 17 23 
1240973202811 2 4 7 916172211 24 8 91518 21 
101417 21 10.15 20 24 10 16 19 23 
1115 19 22 11 14 18 93 11 13 17 24 
121618 24 1213 19 21 12 14 20 22 
ı2569101516l1 2 5 7 91218201 2 5 8 9112223 
1112 13 14 10 111719 10 12 21 24 
17.20 22 24 13.16 23 24 13 15 19 20 
18 19 21 23 1415 21 22 14 16.17 18 
126 7 91121%4|1ı 2 6 8 91217 19|1,2.7..8 910183 14 
10 12 22 23 10 11 18 20 1112 15 16 
13 15 17 18 13 16 21 22 17 20 21 23 
14 16 19 20) 14 15 23 24 1819 22 24 
II. 


12 910171823 294|1 2 91113 16 18191 2 91213 15 92 24 


19 20 21 22 


"14 15 17 20 


14 16 21 23 


ı 310111315 21 23|1 210 12 13 16 17 20 


14 16 22 24 


1 2131417 19 22 23|1 215 16 1719 21 24 


18 20 21 24 


14 1518 19 


18 20 22 23 


1PZ-EIR ION 21722 


19 20 23 24 


2% 


IN. 


9 1011 1213 141516 | 17 18.198 20 2122 2 74 


17.18 192013 14 15 16 21 22 2894 
21 22 23 24 17 18 19 20 
9 1013 14 17 20 21 23 | 11 1215 16 18 19 22 34 
18 19.22 24 17 20 21 23 
9:10:15 16:17 20 22 24 | 11.12:13 14.18 192233 
18 19 21 23 17:20 2224 
9 11 13 15 17 18 21 24 | 10 12 14 16 19 20 22 23 
192022231 17 18 2 78 
9 1114 16 1718 22 23 | 10 12 13 15 19 30 21 34 
19 20 31 24 17 18 29 23 
9 12 13 16 17 19 21 22) 10 11 14 15 18 20 23 94 
18 20 23 24 17 19919 
9 12 1415 17 19 23 24 | 10 11 13 16 18 20 21 22 
18 20 21 22 


17.19 23 24 


Nach dem Satze 6) gehört zu jedem Wendekegelschnitt ein Kegel- 
schnitt, der durch die ferneren Schnittpuncte der Wendetangenten mit 
der Curve 4'* Ordnung geht. Diese Kegelschnitte bilden demgemäss 
ein System ganz von derselben Art wie die Wendekegelschnitte selbst, 
und sind auch in Anbetracht der reellen und imaginären Verhältnisse 
mit diesen vollständig gleichgestellt, da jedem reellen Wendepunct auch 
ein weiterer reeller Schnittpunct seiner Wendetangente mit der Curve 
4*er Ordnung entspricht. — | 


13) Ferner ist klar, „dass sich ebenso, wie durch die 24 Wende- 
puncte, auch durch die ferneren Schnittpuncte der Wendetangenten 
mit der gegebenen Curve eine sechsfach unendliche Schaar von 
Curven 6° Ordnung legen lässt.“!!) Man beweist dies entweder direct, 
indem man durch 21 von den 24 besagten Puncten eine Curve 6° 
Ordnung Cs legt, und dann die Durchschnitte der beiden Curven 24ter 
Ordnung tı.....tg4 (Product der 24 Wendetangenten) und H?.C, (wo H die 
Hessesche Curve bedeutet) mit der gegebenen Curve 4'° Ordnung (C,) 
betrachtet. — Die genannten Curven haben dann mit C, 93, also auch 
3. weitere Puncte gemein, die auf C; liegen. Oder man benutzt direct 


11) Es wäre wünschenswerth für eine dieser Curven 6ter Ordnung eine ähnliche einfache 
Definition zu haben, wie für die Hessesche Curve. 


die Analogie der genannten Puncte mit den Wendepuncten, indem sich 
durch dieselben, ebenso wie durch die letzteren, Tripel von Kegel- 
schnitten, (d. h. Curven 6ter Ordnung) legen lassen, mithin jede durch 
21 von diesen Puncten gelegte Curve 6'° Ordnung auch durch die 
übrigen 3 hindurchgeht. Zu ihrer endgültigen Bestimmung bleiben noch 
6 Puncte zu wählen. — 

Nach Satz 6) ist nun weiter der Curve 4 Orduung (C4) in Be- 
zug auf jeden Wendekegelschnitt K und den ergänzenden K; eine andere 
Curve derselben Ordnung (C's) zugeordnet, welche die bezüglichen acht 
Wendetangenten von C; gleichfalls zu Wendetangenten hat, während 
die zugehörigen Wendepuncte von CO’; auf K und die weiteren Schnitt- 
puncte der Wendetangenten mit derselben Curve auf Kı liegen. Die 
Zahl dieser zugeordneten Curven ist daher gleich der Zahl der Wende- 
kegelschnitte d.h. = 759. — 

Unter den Wendepuncten und den ihnen zugehörigen Kegelschnitten 
und zugeordneten Curven nehmen selbstverständlich die reellen eine 
bevorzugte Stellung ein. 

Zu ihrer Betrachtung gehe ich jetzt über. 


8 6. 
Ueber die Realität der Wendepuncte. 


Die Wendepuncte der Curven 4'® Ordnung werden als Durchschnitts- 
puncte derselben mit ihrer Hesseschen Curve durch eine Gleichung 
24% Grades bestimmt; es wird also, da in jeder Gleichung imaginäre 
Wurzeln paarweise vorkommen, die Zahl der imaginären, und damit auch die 
der reellen Wendepuncte stets eine gerade sein. — Legt man nun durch 
fünf reelle Wendepuncte einen Kegelschnitt, so ist dieser selbst reell, 
und muss also mindestens noch einen reellen Schnittpunet mit der 
Curve 4° Ordnung (diese natürlich selbst als reell vorausgesetzt) ge- 
mein haben, d. h. nach dem Wendepunctsatze mindestens noch einen 
reellen Wendepunct enthalten. — Ich werde nun zeigen, dass 
14) „von den 24 Wendepuncten einer Curve 4 Ordnung höchstens 
8 reell sein können.“ 

Denn angenommen, es seien mehr reell, etwa zehn, .so muss 
nach dem eben gesagten auf dem durch die fünf reellen Wendepuncte 
12345 gelegten Kegelschnitt K mindestens noch ein sechster reeller 
Wendepunct (6) liegen. Die beiden andern auf ihm gelegenen Wende- 
punete (7, 8) sind entweder auch reell, oder imaginär. — Ist zunächst 
das erstere der Fall, so müssen die beiden noch übrigen reellen Wende- 
puncte (9, 10) auf einem und demselben Kegelschnitte (1234910) 
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liegen. Bilde ich nun etwa, wie im Schema $. 19 u. 20,.die Kegelschnitte 
2 382 3 Ir 3er 
so muss auf jedem derselben noch ein reeller Wendepunct liegen, und 
zwar ein neuer, da dieser Kegelschnitt sonst mit K zusammenfallen, 
also mit Cı mehr als acht Puncte gemein haben müsste. — Es seien 
diese neuen Wendepuncte etwa mit 13, 14, 15, 16 bezeichnet... ‚Bilde 
ich dann ‚noch die Kegelschnitte 
1.2.5:6. 9.1.2532 irl28:8.94 

so müssen dieselben wieder wenigstens zwei. neue reelle Wendepuncte 
enthalten, etwa 11 und 12.12) | 

Aehnlich verfährt man, wenn die Punete 7, und 8 imaginär und 
statt ihrer etwa 13 und 14 reell sind, die, beide auf dem Kegelschnitt 
12341314 liegen. Um dann neue, reelle Wendepuncte zu erhalten, 
bilde man z. B. die Kegelschnitte 12359, 182459, 13459. Sind 
die auf den ersteren beiden gelegenen ferneren reellen .Wendepuncte, 
resp. 13 und 14, so muss auf dem. dritten schon ein neuer, etwa 15 
liegen etc. — Auch hier lässt sich zeigen, dass die Realität von. 10 
Wendepuncten die von mindestens sechs weiteren ‚zur Folge hat, — 

Diese 16 Wendepuncte sind nun von der Art, dass die acht noch 
fehlenden (17...24) auf einem und demselben Kegelschnitt liegen. Es 
lassen sich, nach dem früheren, durch dieselben daher 1) 30 Kegel- 
schnitte legen, die jeder 8 von diesen 16 Wendepuncten enthalten und 
2) 448 solche, die jeder 6 von den Wendepuncten. l.,.16 enthalten. 
— Ein derartiges System von Kegelschnitten durch 16 Puncte ist, aber 
unmöglich, wenn dieselben alle reell sind, d. h. es können ‚höchstens 
-3 Wendepuncte reell sein. 

Sind aber 8 Wendepuncte (1...8) reell, so liegen sie alle auf 
einem und demselben Kegelschnitt. Um dies zu zeigen, bilde man die 
Kegelschnitte 12345 und 12346. Sind 7 und 8 die auf diesen 
resp. liegenden weiteren reellen Wendepuncte, so bilde man den Kegel- 
schnitt 12358 auf dem gleichfalls noch ein reeller Wendepunct liegen 
muss, und da dies nur einer der Puncte 4, 6 oder. 7 sein kann, so 
folgt hieraus das Zusammenfallen der drei Kegelschnitte. 

Der so eben bewiesene Satz, dass eine Curve 4'" Ordnung höchstens 
8 reelle Wendepuncte haben kann, ist schon von Herrn Zeuthen vor 
Kurzem?) auf directere und elegantere Weise aus der Theorie der Doppel- 
tangenten abgeleitet, weshalbich den Beweis im Folgenden kurz recapitulire. 


12) Wählt man die neuen Wendepuncte anders, so kann man erreichen, dass alle 24 Wende- 
puncte reell werden, wodurch sich der Beweis noch einfacher gestalten würde. — Ich habe den 
ungünstigsten Fall gewählt. 


13) in seiner Abhandlung: ‚.Sur les differentes formes des courbes planes du quatrieme ordre, ‘“ 
die sich im VII. Bande der Mathem. Annalen (S. 415 ff.) abgedruckt findet. 
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Herr Zeuthen unterscheidet reelle Doppeltangenten „der ersten“ 
und „der zweiten Art“, je nachdem ihre Berührungspunete einem und 
demselben oder verschiedenen Zügen einer Curve angehören, und weist 
nach, dass die Zahl der ersteren Doppeltangenten (zu denen auch die 
mit imaginären Berührungspuncten gerechnet werden) für Curven vierter 
Ordnung ohne singuläre Puncte stets gleich vier ist. An jedem paarigen 
Zuge — und Curven gerader Ordnung haben nur solche — ist aber 
die Zahl der reellen Wendepuncte eben so gross als die Zahl reeller 
Berührungspuncte von Doppeltangenten der ersten Art; daher kann die 
Zahl der reellen Inflexionen höchstens acht betragen. — 

Die Zahl der reellen Wendepuncte kann hiernach —0, 2, 4, 6 
oder 3 sein. In den beiden letzten Fällen ist der Kegelschnitt durch 
die reellen Wendepuncte vollständig bestimmt, und selbst, ebenso wie 
der ergänzende Kegelschnitt und die zugeordnete Curve reell. — Aber 
auch in dem Falle von vier reellen Wendepuncten muss durch dieselben 
mindestens ein reeller Wendekegelschnitt gehen, da die durch vier Wende- 
puncte gehenden Kegelschnitte durch eine Gleichung fünften Grades be- 
stimmt werden, die in Folge der Realität der vier Wendepuncte reelle 
Coefficienten hat, und daher mindestens eine reelle Wurzel enthalten muss. 

Die terneren 4 Schnittpuncte dieses reellen Kegelschnittes mit der 
Ourve, 4° Ordnung sind vier paarweise conjugirt imaginäre Puncte. 
Dasselbe gilt von dem. ergänzenden Kegelschnitt. 

Für, die zugeordnete Ourve 41° Ordnung (C's) sind damit in diesem 
Falle bereits 16 reelle Puncte bekannt, nämlich die Schnittpuncte der 
Linien tıtgt3tı mit K?K,, die indessen nicht genügen, um die Realität 
von OÖ‘, festzustellen, da, jede imaginäre Curve 4“ Ordnung 16 reelle 
Puncte enthält. — Man hat dazu vielmehr auf die Gleichung 

4.Cy=tr...ts-HAK3Kı 
zurückzugehen, die in Folge der Realität von Cs, tı...ts, K?Kı die 
Realität von A und damit die von O©’, unmittelbar lehrt. — 


8 7. 
Die Rückkehrtangenten der Curven vierter Classe. 


Aus allen bisher vermittelten Sätzen über Wendepuncte der Curven 
4'° Ordnung lassen sich durch Anwendung des Princips der Dualität‘ 
genau entsprechende ableiten, welche die Rückkehrtangenten der Gurven 
vierter Classe betreffen. So ergiebt sich vor Allem der Satz: 

15) »Jeder fünf Rückkehrtangenten einer Curve vierter Olasse be- 
rührende Kegelschnitt (K) berührt auch drei weitere Rückkehrtan- 
genten derselben. — Die aus den zugehörigen kückkehrpuncten an 
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die Curve vierter Classe noch ferner möglichen (8) Tangenten um- 
hüllen gleichfalls einen Kegelschnitt (Kı). Zugleich ist der Cwrve 
vierter Olasse (Os) selbst eine andere Qurve von derselben Olasse (Cs) 
zugeordnet, welche die genannten acht Rückkehrpuncte von Cr gleich- 
falls zu BRückkehrpuncten hat. Die den letzteren zugehörigen Kück- 
kehrtangenten von Us berühren den Kegelschnitt K, die aus men 
an Cs gehenden weiteren Tangenten den Kegelschnitt Kı.« 


Für die analytische Darstellung der Curven vierter Classe liefert 
dieser Satz die Form 
16) 0,.Cy=u.u2...us+AK°K,, 


wenn u 0 die Gleichungen der Rückkehrpuncte sind. 


Es folgt weiter, dass die 24 Rückkehrtangenten und die ihnen zu- 
gehörigen Kegelschnitte ein System von ganz derselben Art bilden, wie 
das oben für die Wendepuncte und. Wendekegelschnitte der Curven 
vierter Ordnung entwickelte; ferner, dass höchstens acht Rückkehrtan- 
genten reell sein können etc. 


8 8. 


Ich kehre jetzt zurück zu den beiden Darstellungsformen der Cur- 
ven vierter Ordnung (siehe No. 2 u. 7) in Verbindung mit jedesmal 
einer anderen Curve derselben Ordnung. Die erstere von ihnen | 
(A.) GO RRUIC, 
bezog sich auf einen beliebigen Kegelschnitt K und die in den Schnitt- 
puueten desselben mit Cı gezogenen Tangenten; die andere 
(B.) Cu. C4=tr....tgFrK3.Kı 
dagegen auf einen Wendekegelschnitt und die diesem zugehörigen Wende- 
tangenten. Sie waren den beiden Darstellungsformen der Curven dritter 
Ordnung | | 
(a) G;=titgtz +AP?.Q und 
(b) CG;=tytat3 + XP? 
respective analog. Aus ihnen kann man nun eine Eigenschaft für die 
Puncte von P resp. von K ableiten. — | 


Ich beginne mit der dritten Ordnung und bilde die Gleichung der 
Polargeraden A’ eines beliebigen Punctes x’ von P in Bezug auf C;. 
Sie lautet in den beiden Fällen (a) und (b) 
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14) Unter t‘j ist das Resultat der Substiution der Coordinaten x’ in t; verstanden. 


a. 


ist also identisch mit der in Bezug auf das Dreiseit tı tstz3 gebildeten "°) 
Aus der Gleichung (b) erhält man weiter als Gleichung des Polarkegel- 
schnittes für denselben Punct 
A=t'tstz + tigtztı + tstita 0 d. h. 

17a. »Die gerade und die conische Polare eines jeden Punctes der 
Wendelimie (P) in Bezug auf die Curve 3" Ordnung sind identisch 
mit den entsprechenden Polaren in Bezug auf das von den Wende- 
tangenten gebildete Dreiseit.« 

Hier geht die conische Polare ferner durch die Ecken des Dreiseits 
und den Pol der Linie P in Bezug auf. dasselbe, der linear construirbar 
ist. Es folgt daraus zugleich, dass die harmonischen Polaren der Wende- 
puncte, die in Verbindung mit den bezüglichen Wendetangenten ja die 
Polarkegelschnitte derselben bilden, alle drei durch diesen Pol und jede 
durch eine bestimmte Ecke des Dreiseits hindurchgehen. 

Aehnlich verhält es sich nun bei den Curven vierter Ordnung. 
Die Verschiedenheit besteht wesentlich in dem Auftreten der zugeord- 
neten Curve. Die Gleichung (A) liefert den Satz von der Identität der 
Polargeraden jedes Punctes von K in Bezug auf tı.t2...ts mit der- 
jenigen in Bezug auf 04.0’, (überhaupt in Bezug auf jede Curve des 
durch Aenderung von X entstehenden Büschels 8! Ordnung). Ebenso 
17». folgt aus der Darstellung (B) der Satz, »dass für jeden Punect 
des Wendekegelschnittes (K) FPolargerade sowie Polarkegelschnitt 
dieselben sind in Bezug auf CC’; wie in Bezug auf das von den 
acht Wendetangenten gebildete Achtseit.« 


Die Gerade, welche der zerfallende Polarkegelschnitt eines Wende- 
punctes von Cs oder C’, in Bezug auf C,.C', ausser der betreffenden 
 Wendetangente enthält, — ich werde sie kurz Harmonikale 1) nennen — 
wird gefunden als die gerade Polare des betreffenden Wendepunctes in 
Bezug auf das von den übrigen Wendetangenten gebildete Siebenseit; 
wie man unmittelbar einsieht durch Aufstellung der Gleichung des 
Polarkegelschnitts. Diese lautet z. B. für den Wendepunct x’ der 
Geraden tı—=0, 
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15) oder, da sie von % unabhängig ist, identisch mit.der Polargeraden in Bezug auf jede 
Curve des durch Aenderung von X entstehenden Büschels von ©. 3. O. 


16) Diese Bezeichnung, welche ich einem Vorschlage meines Vaters verdanke, und die der 
bei den Curven dritter Ordnung gebräuchlichen „harmonische Polare“ wohl vorzuziehen ist, 
hat ihre Berechtigung darin, dass die Harmonikale stets der Ort der harmonischen Mittelpuncte 
ersten Grades ist in Bezug auf die Schnittpuncte der durch den Wendepunct gehenden Trans- 
versalen mit der Curve für den Wendepunct als Pol. 
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ihr erster Factor liefert die Wendetangente, der zweite die Harmonikale. 
— Diese Harmonikale, (die von der zu den ‚einzelnen Curven C, oder 
C'; gehörigen natürlich verschieden ist) lässt. sich nun. aus den Wende- 
tangenten und dem gegebenen Wendepunct linear construiren. — 

Bildet man nämlich die Gleichung der Polargeraden eines Punctes 
x in Bezug auf ein System von m Geraden Er und dann in Be- 
zug auf das durch Weglassung einer dieser Geraden (etwa tm ) entste- 
hende System von m— 1 Geraden, (ich nenne dieselben resp. A. und Am-ı.), 
so erhält man. ni 


t tm | 
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tm— ı 
und es zeigt sich, dass I il Gleichung durch die aus dem Zu- 
sammenbestehen der Gleichungen Am—ı —(0 und tn —=0 sich ergebenden 
Coordinatenwerthe befriedigt wird, dass also der Durchschnittspunct von 
tm mit Am-ı auf Am liegt. 17%) Man braucht daher, um Am zu finden, nur 
die Polargeraden für zwei verschiedene solche (m—1) seite zu. bilden, so 
ist die Verbindungslinie ihrer Schnittpuncte mit den resp. beiden Linien 
t die verlangte Polargerade Am. — Die Polargeraden. An -1 kann man 
‚durch dieselbe Methode aus Polargeraden eines Systems von nur m—2 
Geraden ableiten, und fährt mit dieser Reduction so lange fort, bis nur 
noch zwei Gerade übrig bleiben. Die Polargerade in Bezug auf diese 
kann man aber nach den bekannten Sätzen vom ‚vollständigen Vierseit 
linear construiren. 


Bei den Curven dritter Ordnung, wo die drei Wendepuncte in 
gerader Linie liegen, schneiden sich die Harmonikalen (harmon, Polaren) 
in einem Punct. Hier, wo die acht Wendepuncte der gegebenen und 
die entsprechenden der zugeordneten Curve auf einem Kegelschnitt liegen, 
wäre demgemäss zu erwarten, dass die Harmonikalen der betreffenden 
Wendepuncte in Bezug auf jede einzelne Curve 4!° Ordnung (Cy oder C'4), 
oder wenigstens in Bezug auf den Complex beider (Cı.C4) einen Kegel- 
schnitt umhüllten. 

Diese Lücke in der von mir gegebenen Wendepuncttheorie der 
Öurven. vierter Ordnung im Gegensatze zu derjenigen der Curven dritter 
Ordnung tritt in ein noch helleres Licht, wenn man sich der Beziehungen 
erinnert, in denen dort eine gewisse Reihe 1?) von Curven dritter Olasse 
zu den Harmonikalen steht, — 


17) Vergl. Gremona, Einleitung in die eb. Curven No. 76. 
18) Unter ‚Reihe‘ verstehe. ich den dem Ausdruck „‚Büschel‘ dualistisch entsprechen- 
den Ausdruck. 
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Ebenso nämlich wie die Wendepuncte der gegebenen Ourve dritter 
Ordnung die Fundamentalpuncte eines Büschels von Ourven 3'® Ordnung 
bilden, ‚und zwar so, dass jede dieser Curven dieselben zu Wendepuncten 
hat, so ergeben sich die neun Harmonikalen als die gemeinschaftlichen 
hückkehrtangenten einer Reihe von Curven dritter Olasse. Ist bei den 
ersteren die Lage der. Wendepuncte constant und die Richtung der 
Wendetangenten variabel, ., so ist bei den letzteren die Richtung der 
Rückkehrtangenten constant und die Lage der Rückkehrpuncte veränder- 
lich. Ebenso ferner, wie für die Wendepuncte der Satz gilt, dass auf 
der, Verbindungslinie zweier Wendepuncte ein dritter liegt, so folgt für 
die Harmonikalen als Rückkehrtangenten einer Curve dritter Classe der 
reciproke Satz, dass durch den Schnittpunct je zweier von. ihnen stets 
eine dritte geht. Es zeigt sich also ‚hier zwischen Wendepunet und 
Harmonikale ein vollständiges dualistisches Entsprechen. 


Ist es nun gestattet, ein solches Entsprechen auch bei den Curven 
4° Ordnung anzunehmen, so kann man daraus, dass die Wendepuncte 
Schnittpuncte der gegebenen Curve mit einer Curve 6'* Ordnung sind, 
für die Harmonikalen einfach schliessen, dass sie die gemeinschaftlichen 
Tangenten einer Curve 4° und einer solchen 6‘ ÖGlasse, und Rückkehr- 
tangenten der ersteren sind. Dieses letztere würde nach 15) dann 
unmittelbar zur Folge haben, dass ein fünf Harmonikalen berührender 
Kegelschnitt stets drei weitere Harmonikalen zu Tangenten enthielte, und 
würde damit die vollständige Harmonie hergestellt sein. 


Ist übrigens die eben erwähnte Curve vierter Classe bekannt, so 
ist auch eine Curve 6° Glasse gegeben, welche ihre Rückkehrtangenten 
berührt: nämlich die Einhüllende derjenigen Geraden, deren Polarkegel- 
schnitte in Bezug auf die Curve vierter Olasse in zwei Puncte zerfallen 
oder, was dasselbe ist, die Einhüllende der Doppeltangenten ihrer ersten 
(einhüllenden) Polaren. Analytisch stellt sich diese Curve (wie die 
Hessiana bei den Ordnungscurven) als Determinante der zweiten par- 
tiellen Differentialquotienten der Curve 4° Glasse dar. — 
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Indessen ist es mir nicht gelungen, eine Curve 4'° ‚ÖOlasse von 
der verlangten Art anzugeben. !?) 


19) Für die von mir in dieser Beziehung untersuchten Curven erhielt ich stets, und zwar 
meistens bedeutend zu hohe Grade, So liefert z. B. die sogenannte Cayley’sche Curve, die in 
der oben erwähnten Reihe von Curven dritter Classe eine hervorragende, der der Hesse’schen 
Curve analoge Stellung einnimmt, und als Enveloppe entweder der zerfallenden Polarkegel- 
schnitte oder der Verbindungslinien des Doppelpunctes der letzteren mit dem zugehörigen Pol 
definirt werden kann, für die Curven 4ter Ordnung bei der ersteren Definition eine Curve 12ter 
bei der zweiten eine solche 18ter Classe. 


89. 
Ueber 
die Wendetangenten der Curven vierter Ordnung 

ist noch folgendes hinzuzufügen. 20) 

18) Wie die Wendepuncte als Schnittpunete der Curve 41® Ordnung 
mit einer Curve 6‘ Ordnung gefunden werden, so ergeben sich die 
Wendetangenten als gemeinschaftliche Tangenten einer Curve 4° Olasse 
(P=0) und einer Curve 6° Qlasse (Q=0). Die erstere derselben 
(P=0) ist die Enveloppe der Linien, welche die Curve vierter Ord- 
nung in 4 Puncten mit äquianharmonischem Doppelverhältniss schneiden. 
Ist also die Curve 4'® Ordnung symbolisch durch a,!=b*... gegeben, 
so kann die Gleichung von P aus der symbolischen Darstellung der 
betreffenden Invariante der biquadratischen binären Formen i=(ab)* *) 
durch einfache Zufügung des Symboles u der Liniencoordinaten abge- 
leitet werden, so dass P=(uab)* ist. — Ebenso erhält man für Q als 
Enveloppe der die Ourven 4% Ordnung in vier harmonischen Puncten 
schneidenden Geraden *?) aus der cubischen Invariante der biquadratischen 
(binären) Formen j=(ab)?(bc)’(ca)?, die Darstellung 

Q = (uab)? (ube)? (uca)? 

Mit Hülfe der beiden Invarianten i und j bildet man die Diseriminante 
der biquadratischen binären Formen 


| ir — 65° 

Aus ihr folgt durch Zufügung des Symboles u die Gleichung der Enve-, 
loppe der geraden Linien, welche die Curve 4!® Ordnung in zwei zu- 
sammenfallenden Puncten schneiden, oder mit anderen Worten die 
Gleichung der Curve vierter Ordnung in Liniencoordinaten 

19) 27R=P?—609°—=0 

R ist von der zwölften Classe, hat also mit P 48, mit Q 72 gemein- 
schaftliche Tangenten. Unter diese gehören nach dem Obigen (18) auch 
die 24 gemeinschaftlichen Tangenten von P und Q, die als Wende- 
tangenten von Cy (oder R) aber doppelt zu zählen sind. — Dies zeigt 
auch direct die Gleichung 19), indem für R—=0 und P=0, Q quadra- 
tisch heraustritt. Für R=0 und Q=0 tritt P sogar cubisch heraus, 
woraus folgt, dass (Q von den Wendetangenten in denselben Puncten wie 
R, d. h. in den Wendepuncten berührt wird. 


20) S. Clebsch, Crelle’s Journal, Bd. 59, 8. 43 u. fi. 
21) S. Clebsch, Theorie der binären Formen $$ 40 u. 41. 


22) Eine audere geometr. Definition dieser Curven findet sich bei Clebsch im 59. Bd. von 
Crelle’s Journal S. 135. 
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Die eben angeführten Sätze sind von Clebsch in seiner schönen 
Abhandlung „Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen“ im 
59. Bande des Crelle’schen Journals $. 43 u. ff. entwickelt. — Ich 
benutze diese Gelegenheit um ein Versehen zu corrigiren, welches sich 
an der citirten Stelle und in ähnlicher Weise auch anderweitig befindet 
und leicht zu falschen Anschauungen Veranlassung giebt. 

Clebsch bemerkt nämlich, nachdem er das Theorem 19) abgeleitet, 
Folgendes: 

„Es ist durch geometrische Betrachtungen bewiesen, dass im Allge- 
meinen jede Wendetangente einer algebraischen Curve in ihrer Dar- 
stellung durch Liniencoordinaten, bei welcher zu der gegebenen Curve 
nothwendig noch andere Zweige hinzutreten, als Rückkehrtangente 
auftritt“, und sucht dies an der Gleichung 19) direct nachzuweisen. 
Indem er den Ausdruck P?— 60? für Tangenten, welche den Wende- 
tangenten (u) sehr nahe kommen, bildet, erhält er unter Beibehaltung 
der Grössen niedrigster Ordnung (dQ)’==0, und schliesst daraus, dass 
jede Wendetangente in dem Puncte, dessen Gleichung 

dQ dQ dQ 

aa ae 

ist, zwei verschiedene Mn der Curve R==0 berühre, dieser Berüh- 

rungspunct (d. h. der ursprüngliche Wendepunct) also Rückkehrpunct 
derselben werde. — 

Es sind nun zwar zunächst, wie bekannt, Wendetangenten und 
Rückkehrpuncte dualistisch entsprechende Elemente, und verwandelt 
sich auch in der That z. B. bei der Bildung der Reciprocalcurve jede 
Wendetangente in einen Rückkehrpunct. — Nicht aber ist bei der Dar- 
stellung einer Ordnungscurve in Liniencoordinaten dasselbe der Fall. — 
Die Verwandlung der Wendetangenten in Rückkehrtangenten soll nach 
Clebsch hier dadurch ermöglicht werden, dass zu der gegebenen Curve 
4! Ordnung neue Zweige hinzutreten, die dann, da die ursprüngliche 
Curve 4'° Ordnung selbst (im Allgemeinen) keine Rückkehrtangenten 
enthalten kann, diese enthalten müssen. 

Es ist nun aber leicht zu zeigen, dass beäh dies nicht möglich ist. 
Eine Curve 12t° Classe hat allerdings im Allgemeinen 360 Rückkehr- 
tangenten. Die Zahl derselben wird aber durch jede Doppeltangente 
um 6, durch jede Wendetangente um 8 reducirt, also im Ganzen um 
6.23+83.24=360, so dass keine Rückkehrtangente übrig bleibt. 

Weiter lässt sich nachweisen, dass bei der Darstellung einer Curve 
4'* Ordnung (ohne Doppel- und Rückkehrpuncte) in Liniencoordinaten über- 
haupt keine neuen Zweige hinzutreten. Denn ein solcher Zweig müsste doch 
irgendeine Singularität besitzen. Eine Rückkehrtangente kann er nach dem 
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eben Gesagten nicht haben, ebensowenig aber einen Doppelpunct, da die 
Zahl derselben (im Allgemeinen 8100) durch die 24 Wendetangenten 
und die 28 Doppeltangenten gleichfalls auf 0 reducirt wird. — Noch 
weniger aber kann R durch das Hinzutreten eines Zweiges eine neue 
Wende- oder Doppeltangente erhalten, da durch eine solche die Zahlen 
für die Doppel- und Rückkehrpuncte der Curve R noch mehr redueirt, 
also negativ werden würden. — Auch würde dann bei einer rückwär- 
tigen Verwandlung der Gleichung R==0 in Punctcoordinaten die erhal- 
tene Curve von einem niederen Grade als 4 werden; was natürlich 
sinnlos wäre. 


Anders ist es, wenn die gegebene Ordnungsceurve Doppel- ‚oder 
Rückkehrpuncte enthält. Diese treten in der That bei der Darstellung 
der Curven in Liniencoordinaten als Factoren heraus, und zwar die 
ersteren zweifach, die letzteren dreifach. — Ebenso sondern sich bei 
der Darstellung von Classencurven in Punctcoordinaien etwa vorhandene 
Doppel- und Wendetangenten als Factoren aus. — Dies sind aber die 
einzigen Fälle, wo Zweige — falls man sich des Ausdruckes hier noch 
bedienen will — zu der gegebenen Curve hinzutreten. Dasselbe gilt 
natürlich allgemein für Curven von beliebig hoher Orduung. — 


Was nun den von Ölebsch speciell für Curven vierter Ordnung aus 
der Form der Gleichung PP—6Q?—0 geführten Beweis anbelangt, so 
ist es unrichtig, daraus, dass sich für den Wendetangenten sehr ‘nahe 
liegende Tangenten die Gleichung 19) in (dQ)?=0 verwandelt, zu 
schliessen, dass die Tangenten hier zwei verschiedene Zweige der Curve 
berühren. 


Man erkennt dies leicht folgendermassen: Bildet man’ die Gleichung 
der letzten Polarenveloppe der Wendetangente (u) oder die ‘Gleichung 
ihres Berührungspunctes, ' so zeigt sich, dass dieselbe ' identisch ver- 
schwindet, da für sie P=0 und Q==0 sind. : Hieraus weiss man, dass 
die Linie u entweder Doppel- oder Wendetangente von R ist, je nach- 
dem nämlich die beiden Factoren, in welche die Gleichung ihrer vor- 
letzten Polarenveloppe zerfällt, und welche die beiden Berührungspuncte 
von (u) liefern, verschieden oder gleich sind. — Man erhält aber für 
dieselbe die Gleichung 


dQ dQ aQy 
| tr] =—=0, 
und hat also in U in der That einen Wendepunct vor sich. "Seine 
Gleichung ist mit der des Berührungspunctes von wan Q==0 identisch, 


wodurch das auf S: 28 anderweitig Bewiesene bestätigt wird. — 
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Ich, wende mich jetzt zur. kurzen Betrachtung 
einiger die Wendepunete und Wendekegelschnitte 
betreffenden Speeialitäten. 


I. Schon in:der Einleitung (8.1) habe ich einer Classe von Curven 
4'° Ordnung Erwähnung gethan, welche auf der: Verbindungslinie (P) 
zweier Wendepuncte stets einen dritten, und daher, wie leicht zu zeigen‘ 
auch einen vierten enthalten. — | 

Die ‚den drei auf Pgelegenen Wendepuncten zugehörigen Wende- 
tangenten (ti, te, ts) bilden nämlich dann zusammen mit der in dem 
vierten Schnittpunet von P: mit der Curve 4! Ordnung gezogenen Tan- 
gente: (t4) eine Curve 4t® Ordnung; ebenso die dreifach gerechnete 
Linie P in Verbindung mitder durch die ferneren Schnittpuncte zweier 
Wendetangenten (ti te) mit der Curve 4t* Ordnung gelegten Geraden Q. 

Diese beiden Ourven 4‘ Ordnung haben mit der gegebenen 13, 
also ‘auch 3 weitere Puncte gemein, d. h. auch der vierte Schnittpunet 
von: P mit der Curve 4° Ordnung ist‘ ein ‚Wendepunct, und die fer- 
neren Schnittpuncte der Wendetangenten liegen auf einer Geraden Q. 
— Die Gleichung der Curve: vierter Ordnung lässt sich also hier dar- 
stellen in der Form 
21. Gt tg ta #rP?Q=0, 
eine Gleichung, die mit der oftgenannten Darstellung der Curven dritter 
Ordnung die ‚äusserste Analogie besitzt, und deren weitere Verfolgung 
daher; wohl: nicht ohne Interesse sein dürfte. 

Dieselbe enthält eine unabhängige Constante weniger als die allge- 
meine Gleichung einer! Curve 4° Ordnung, erfordert also zu ihrem 
Bestehen das: Verschwinden: einer Invariante derselben. — Einen Fäctor 
dieser: Invariante kann man übrigens für den Fall eines speciellen Goor- 
dinatendreiecks leicht angeben. : Wählt-man nämlich zwei Wendepuncte 
zu Ecken, die zugehörigen: Wendetangenten ‚zu Seiten (xı=0, x—=0) 
des Fundamentäldreiecks, so erhält die Gleichung der Curve, da die 
Coefficienten von xı*, xa*, XP X3, Xg? X, X X”, X? x3” aus ihr. heraus- 
fallen müssen die: Form 
22) G=xı 80a +3?9ı=0, 
wo ©, und #3 ‚Functionen 1'%* resp. 2° Grades in den Veränderlichen 
bedeuten. %==o berührt CO, dreipunctig in seinen Schnittpuncten mit 
x3=0, und zerfällt nur ‘dann in zwei gerade Linien, wenn seine 
Diseriminante: verschwindet. Diese Diseriminante muss also ein Factor 
der obengenannten ‚Invariante sein, deren Grad (wie wohl überhaupt 
der aller Invarianten, deren Verschwinden ähnliche einfache geometrische 
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Eigenschaften ausdrückt) sehr hoch zu sein scheint. (Vergl. das am Schluss 
des $ 11 Gesagte). 

Man ersieht hieraus ferner, dass ein Wendekegelschnitt im Allge- 
meinen nie in zwei gerade Linien zerfallen kann. — 

Die Gleichung 22) lehrt übrigens ferner, wie das Ve 
einer Invariante auch nöthig ist, wenn sich zwei Wendetangenten in 
einem Puncte der Curve, oder drei Wendetangenten in einem beliebigen 
Puncte schneiden etc. 

II. Der in den $S$ 3 und 4 geführte Beweis des Wendepunct- 
satzes ist ohne Weiteres in allen Fällen anwendbar, wo keines der drei 
Curvensysteme in einem der benutzten Puncte einen Doppelpunct oder 
Schnittpunet zweier Theilcurven hat; er bedarf einer Correction, sobald 
etwa zwei der acht Tangenten sich in einem Puncte des Kegelschnittes 
schneiden oder eine durch den Berührungspunct der andern geht, oder 
wenn gar zwei derselben zusammenfallen. Alle diese aufgeführten Fälle 
können bei einer allgemeinen Curve vierter Ordnung nicht vorkommen. 
Ich werde hier nur den letzterwähnten einer Doppeltangente betrachten, 
da er in dem von mir gewählten Beispiel der Curven vierter Ordnung 
mit drei Doppelpuncten auftritt. Für diese redueirt sich nämlich die 
Zahl der Wendepuncte durch die drei Doppelpuncte auf sechs, und liegt 
daher die Frage nahe, was denn wohl aus den beiden ferneren Schnitt- 
puncten des jene sechs Wendepuncte enthaltenden Kegelschnittes mit 
der Curve 4° Ordnung geworden sei. 

Werden diese beiden Puncte nun Berührungspuncte einer Doppel- 
tangente, so giebt die im $ 2 gegebene Darstellung (4) der Curven 
vierter Ordnung 

Cr O4set.t FIR? K 
unmittelbar die Mittel an die Hand, die dann auftretenden weiteren 
Speeialitäten zu erkennen. — Dieselbe lehrt zunächst, dass C3 in seinen 
Schnittpunceten mit K, C4.C's dreipunctig schneidet. Fallen also von den 
an C; in seinen Schnittpuncten mit K gezogenen Tangenten zwei in 
eine Doppeltangente T zusammen, so muss O3, welches dieselbe in ihren 
Berührungspuncten mit C, gleichfalls berührt, also vier Puncte mit ihr 
gemein hat, dieselbe als Factor enthalten und zwar entsprechend jedem 
Berührungspuncte einmal. — Für C; bleibt dann nur noch eine gerade 
Linie tg übrig, so dass die obige Gleichung sich in die folgende ver- 
wandelt: 
23) Our Oy=triite RK: K, 
Dieselbe lehrt. dass auch ts Wendetangente ist, und zwar ebenso wie 
die übrigen zugleich an C4 und C’4. Ferner ist klar, dass r auch Doppel- 
tangente an C’ mit denselben Berührungspuncten wie an C; wird, und 
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dass K; den Kegelschnitt K in seinen Schnittpuneten mit: der: Doppel- 
tangente berührt. 

Anm.: Dass der sechste Wendepunct hier auf dem durch die übrigen 
bestimmten Kegelschnitt liegt, lässt sich auch direct zeigen, wenn man, 
ähnlich wie in $ 3, die Curve 4% Ordnung (C,) durch eine Curve 
gie Ordnung (C;) ergänzt, und dann die en von 

Ce.C4 , K’Kı und tı.. 
betrachtet. — Man gelangt dadurch zu der eg Darstellung der 
Ourven 4 Ordnung: 
C4.Cy=tr...t6.C-HAK°Kı, 
wo 8 einen Kegelschnitt bedeutet, der C4.C’; in seinen Schnittpuncten 
mit K dreipunctig schneidet. — In dem eben betrachteten Fall zerfällt 
KR in die zweifach zurechnende Doppeltangente, — 


Ich wende mich jetzt zu dem Beispiel der Curven 4‘ Ordnung mit 
drei Doppelpuncten, die, wie nur wenige Curven. 4ter Ordnung, eine 
analytische Entwickelung des Wendekegelschnittes, des ergänzenden 
Kegelschnittes und der zugeordneten Curve gestatten. 


TT. 


Die Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpuncten. ?) 
Wählt man die drei Doppelpuncte einer einläufigen Curve 4'° Ord- 
nung zu Ecken des Fundamentaldreiecks, so lautet ihre Gleichung 
a) AK X? + AaXy? X + AsgXı? X? + 2ag3X1? XyX3 + 2azı X? XaXı 
— 2a19 xy X X=(, oder 


au, ra al) Han - 2a +2a Az: hr {Eh 


eine Gleichung, die zeigt, dass aus der Gleichung einer Curve 4'® Ord- 
nung mit drei Doppelpuncten die eines Kegelschnittes durch die Sub- 
stitutionen 


; 
b) — :—:— oder XgX3: X X1: X X ==Y1:J2: 3 
3 N F 


und umgekehrt aus der Gleichung des letzteren die der ersteren durch 
die Substitutionen 


c) Be a ind: Se hin He 
Yı'ye ya y2 3: Y3 Yı: Yı Ja 1:X2:X3 
abgeleitet werden kann. — Zugleich entspricht, wie überhaupt bei Cur- 


ven vom Geschlecht 0, jedem Puncte der einen Ourve ein und nur ein 


23) Vergl. Salmo n, höhere eb. Curven $. 315 u. ff. 


a 


Punct..der andern. Den Puncten einer Seite (y;==0) des Fundamental- 
dreiecks der einen Figur entsprechen bestimmte Richtungen in der. zu- 
gehörigen Ecke (xx —=0, xı=0) der andern Figur. So entsprechen 
2. B. den Schnittpuncten des Kegelschnittes mit den ‚Seiten des: ‚Coor- 
dinatendreiecks die Richtungen der Tangenten in den Doppelpuncten der 
Curve 41° Ordnung. — Je nachdem die ersteren reell oder imaginär 
sind oder zusammenfallen, ist auch der Doppelpunct ein Knotenpunet 
(Schnittpunet von zwei reellen Aesten), ein isolirter oder ein Rückkehr- 
punct. —- Allgemein entspricht jeder Curve, welche: durch ‘die drei Fun- 
damentalpuncte ihrer Ebene resp. fi, fs, fs mal RIAUNLCHRERE eine Curee 
von der Ordnung 
d) n—=23n ff —fs, 
die durch die drei entsprechenden Fundamentalpuncte der anderen Ebene 
resp. f'1, fg, fs mal hindurchgeht, für 
ee hm; far n—ß—fi; fs=n hf 2 

Um Rechnungen und weitläufige Discussionen zu vermeiden, werde 
ich mich im Folgenden auf die in eben gezeigter Weise aus einem Kreise 
transformirten. Curven 4'® Ordnung beschränken, welche ausserdem’den 
Vortheil gewähren, dass die Gleichung 6'°" Grades, welche ihre Wende- 
puncte liefert, algebraisch lösbar ist. — Die betreffenden Entwickelungen 
für den allgemeineren Fall können in derselben Weise geschehen ; ‚ich 
werde sie am Schlusse kurz andeuten. — | 


Als Fundamentaldreieck in der ‘Y Ebene wähle..ich. ein‘ gleichsei- 
tiges Dreieck und setze die Coordinaten y; eines Punctes fest als pro- 
portional seinen senkrechten Abständen von den Seiten. Dadurch werden 
die Coordinaten des Dreiecksmittelpunctes einander gleich, und die ;Glei- 
chung der unendlich fernen Geraden lautet yı + ya + y—=0. . Zur 
Bestimmung ihrer absoluten Werthe setze ich die Coordinaten ‚eines 
Punctes. ‚seinen Entfernungen von den Seiten gleich und wähle die Höhe 
des Dreiecks zur Längeneinheit.e Dann werden die Coordinaten;,des 
Mittelpunctes —="s, und die Coordinaten eines jeden Pnnctes genügen 
der identischen Relation 
e) Yıypa +y3 = 

Für das entsprechende Dreieck in % X Ebene treffe ich Niessihan 
Fortsetzungen.. Dann entsprechen sich die Mittelpuncte ‚beider Dreiecke 
wechselseitig, und der unendlich entfernten Geraden in der einen Figur 
entspricht der Kreis durch die Ecken des Dreiecks in der andern. 


In Bezug; auf ein solches Coordinatendreieck lautet num die Glei- 
chung eines Kreises, der den Mittelpunct desselben zum Centrum hat, 


24) Vergl. Salmon, höhere eb. Ourven $. 362, 


und dessen Gleichung sich daher durch Yartanschnag zweier Coordinaten 
nicht ändern. darf, 


f) ty? + HNNpy+Yyyıtyıy)—0. 


Der Radius (r) dieses Kreises wird erhalten, indem man seine Schnittpuncte 
mit der Halbirungslinie (etwa yı--ya=0) eines Winkels betrachtet. 
Die Differenz der für die dritte Coordinate (y3) sich dann mit Hülfe 
der identischen Relation e) ergebenden beiden Werthe liefert den doppel- 
ten Radius. Man erhält auf diese Weise: 


g) a an und umgekehrt 
In 
u A 


Die. den verschiedenen Werthen von A zugehörigen Werthe ‘von. r sind 
mit Hülfe der ersteren Gleichung unmittelbar zu finden. 

Für > 4 und <—+-1 ist r imaginär. — Für X\=+1 wird r 
unendlich gross, und der Kreis verwandelt sich in die doppelt zurech- 


nende unendlich ferne Gerade. Für wachsende Werthe von A nimmt 
der: Radius des Kreises beständig ab, bis er für A===% den Werth 


= erhält, und der Kreis selbst durch die Ecken des Dreiecks geht. — 


Für die nun folgenden negativen Werthe von A zwischen — © und — 1 
schneidet der Kreis die Seiten des Dreiecks innerhalb der Ecken, und 


berührt dieselben für (%= -1, wo r den Werth 2 annimmt. Endlich 
werden für die zwischen A=—1 und A=— B liegenden  Werthe. die 
1 


Schnittpuncte des .Kreises mit den Seiten imaginär, und für (= — 3 


zieht sich derselbe sogar in einen Punct zusammen. 

Analog diesen verschiedenen Kreisen entwickeln sich nun die ver- 
schiedenen Gestalten der aus den Kreisen durch die Substitutionen (b) 
transformirten Curven vierter Ordnung, deren Gleichung lautet: 

h) KeXE HN XL HN? + Muss (ı + + x5) 20. 

Den Schnittpuncten des Kreises mit einer Seite 'des Coordinatendreiecks 
entsprechen in ‚der andern Figur, wie schon bemerkt,’ die ‚Richtungen 
der in den Doppelpuncten der Curve vierter Ordnung gezogenen Tan- 
genten, und zwar bilden diese miteinander denselben Winkel wie in der 
andern Figur die Verbindungslinien der genannten Schnittpunete. mit ihn 
gegenüberliegenden Dreiecksecke, 


3* 


In der That werden die Schnittpuncte des Kreises mit einer Seite, 
etwa y3—=0 des Fundamentaldreiecks gefunden durch die Gleichung 
y?-+ y2? + 2yıya==0, aus der sich ergiebt 


) bir N ae 1. 
y2 


yı stellt aber nach der Definition der Coordinaten das Abstandsverhält- 
y2 


niss dieser beiden Puncte (oder überhaupt eines jeden Punctes ihrer 
Verbindungslinie mit der gegenüberliegenden Ecke) von den Seiten 


yı=0 und y=0 dar. — Diesem entspricht in der andern Figur das 
Verhältnis 2 — en so dass — das reciproke Abstandsverhältniss dar- 
Ba xı x3 
1 
stellt, nämlich ° = A ES TEe = —— HUN Ya T. oder es haben 


die beiden den obigen Strahlen entsprechenden Tangenten diesen gegen- 
über nur ihr Abstandsverhältniss von den Seiten.vertauscht, bilden also 
mit einander auch denselben Winkel wie jene. 


Hiernach ist es nun leicht, die Gestalten der den verschiedenen 
Kreisen entsprechenden Curven 4° Ordnung aufzufinden. 


1 
Ist, zunächst der Kreis selbst imaginär d. h. ist A >— h, und<-+], 


so enthält auch die Curve 4“ Ordnung (ausser den 3 isolirten Puncten) 
keinen reellen Punct. 


Wird dann der Kreis reell, ohne die Seiten des Dreiecks zu schneiden, 
so sind auch die Tangenten in den Doppelpuncten imaginär, und man 
erhält eine Curve 4° Ordnung mit drei isolirten Puneten, die ebenso 
wie der EPRNZEN Kreis ganz innerhalb des Dreiecks liegt. 

Für A=— > wo der Radius des Kreises —=0 ist, besteht die 
Curve 4 Ordnung aus vier isolirten Puncten, indem zu den eben ge- 
nannten drei Puncten noch der Mittelpunet des Dreiecks hinzutritt. 


Für die dann folgenden Werthe von X A <— ) erweitert sich der 


Mittelpunet des Dreiecks zu einem Oval, das sich für 'abnehmende 
Werthe von X immer mehr. nach den Ecken hin zuspitzt und endlich 
für A — 1 Rückkehrpunete in denselben enthält. Hier sind also die 
Tangenten in den Doppelpuncten schon reell, fallen aber noch 'zu zweien 
in eine Rückkehrtangente zusammen. — Von nun an, d.h. vn%—=— 1 
bis A==E © hat der Kreis reelle Schnittpunete mit den Seiten des 
Dreiecks und zwar innerhalb der Ecken, folglich die Curve 4° Ord- 


nung reelle Tangenten in den Doppelpuncten und zwar in den Innen- 
winkeln des Dreiecks. 

FürrX==», wo der Kreis durch die Ecken geht, verwandelt 
sich die Curve 4° Ordnung in das Product der Dreiecksseiten mit der 
unendlich fernen Geraden. 

Für alle positiven Werthe von X\=—+ » bis A=- 1 schneidet 
der Kreis die Seiten in ihren Verlängerungen ; die Tangenten der Curve 
4'° Ordnung in den Doppelpuncten liegen demgemäss in den Aussen- 
winkeln des Dreiecks. Für A=-+ 1, wo’ der Kreis in die doppelte 
unendlich ferne Gerade übergeht, verwandelt sich die Curve 4°" Ord- 
nung in den doppelten durch die Ecken des Dreiecks gehenden Kreis, 
so dass auch hier die Tangenten in den Eckpuncten zusammenfallen. — 

Schon im $ 6 (8. 23) ist auf den allgemeinen Zusammenhang der 
Wendepuncte mit einer bestimmten Classe von Doppeltangenten hinge- 
wiesen worden, und im letzten $ ($. 32) bereits bemerkt, dass in dem 
hierbetrachteten Fall der Curve 4 Ordnung mit drei Doppelpuncten 
eine Doppeltangente in Bezug auf den Wendekegelschnitt die Stelle zweier 
Wendetangenten vertritt. — 

Ich werde daher die Gleichungen der Doppeltangenten hier 
kurz ableiten. ?) Ihre Zahl ist vier, da die 3 Doppelpuncte 24 Doppel- 
tangenten absorbiren. 

Eine dieser vier Doppeltangenten ist nun die unendlich ferne 
Gerade; denn die Gleichung der Curve 4° Ordnung lässt sich in der 
Form schreiben 

(KX; + 8X + X)? +2 N) (XKı + +%)=0, 
welche zeigt, dass die beiden Berührungspuncte der Linie xı +xg +x3 —=0 
mit der Curve 4" Ordnung auf dem durch die Ecken des Dreiecks 
gehenden Kreise liegen, dass dieselben mithin die unendlich fernen 
imaginären Kreispuncte sind. Man hat hier also den Fall einer reellen 
Doppeltangente mit imaginären Berührungspuncten. 

Die übrigen ergeben sich nun in ähnlicher Weise durch blosse 
Zeichenvertauschung, da man die Gleichung der Curve 4' Ordnung 
auch in den folgenden 3 Formen schreiben kann: 


1) (Rest 8X + X)? + 2x8 (X— X + 8% + S)—=0 

(X X3 —X3Xı + XıX9)? + 2x1XaX3 (X + Xı— X + S)=0 

(2X; + BB — X) + 28 X + X + m —n)=0, 
wenn man A (Xxı + x + x5) =x setzt. — Die ins Quadrat erhobenen Aus- 
drückestellen Kegelschnitte dar, welche durch die drei Doppelpuncte und die 


25) Vergl. Salmon, höhere eb. Curven $. 320, wo die Gleichungen der Doppeltangenten 
für den allgemeineren Fall abgeleitet sind. 
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Berührungspuncte einer Doppeltangente der Curve 4'” Ordnung hindurch- 
gehen. — Man erhält hiernach für das Product I] der Doppeltangenten 
x—Xı —- 8%) — N +%+X%) &+Xı 24x) x+u+%—xX) 
= (X? — x)? — x? — x) — 404, 
wenn C4=0 die Gleichung der Curve 4° Ordnung ist; oder 
4 =D + X9-+x3)? rt (x? +? + x)’ —H, 
eine Gleichung, die aussagt, dass die acht Berührungspuncte der Doppel- 
tangenten auf dem Kegelschnitte 
(tx + X)? — (4-2? +23) =0 oder 
k) RR? —D) x? + x? +] + 2% [X + 3X 4 Xı%) = 0 
liegen. ‚Dieser ist ein Kreis mit dem Mittelpunct des Dreiecks als Cen- 
trum,,da seine Gleichung sich durch Vertauschung der Ooordinaten nicht 
ändert, oder, da er wie schon bemerkt durch die unendlich fernen ima- 
ginären. Kreispuncte hindurchgeht. Seinen Radius p erhält man aus g), 


GC 
indem man X durch Ayroae: ersetzt, und findet dann 


1 ; 
)) = 23% 1) 


o ändert bei einer Vertauschung des Zeichens von % seinen Werth nicht; 
ınan erhält also in der durch Aenderung von X entstehenden Reihe von 
Curven 4‘ Ordnung zweimal denselben Kreis durch die Berührungs- 
puncte der Doppeltangenten. — 


Die Coordinaten dieser Berührungspuncte ergeben sich nun direct 
aus den Gleichungen j): —- So findet man für die Doppeltangente 
x— X tX%+%=0 die folgenden Werthe derselben: 


u” ZIH-M)EI/M-N— 
aan. 2(1+N) ? 


welche lehren, dass die Berührungspuncte für a und <1 ima- 
5 


ginär sind, während sie für diese Werthe selbst zusammenfallen, und 
zwar für den ersteren in einen Undulationspunct, für den letzteren in 
einen Eckpunct des Dreiecks, da hier die.Curve 4” Ordnung aus dem 


doppelten Kreise durch die Ecken besteht. — Für die Werthe A> = 


1 | 
er hat also das Oval noch keine reellen Berührungspuncte einer 
Doppeltangente, folglich auch keinen reellen Wendepunet. — | 


Die Wendepuncte der Curve. 4® Ordnung f—0, deren Zahl 
sich in Folge der 3 Doppelpuncte auf 6 redueirt, werden nun ge- 


aa 


funden als Durechschnitte derselben mit ihrer Hesse’schen Curve H==0, 
deren Gleichung lautet 
m) H=(%— 1[xt(x?+x3) + x (x? +x1?) + x! (x? +x2) 
2A KıXaxz [Xı? + X2? + 3°] 
+ 2X (2I%— 1) [x x? + x? x? + x? x] 
+21 +2) xıxax3 [Xı? (Rat X) + X? (3X) +83? (Xı+ xe)] 
+ 6(1+ X) x? x? x? —=0 
Statt direet die Durchschnitte von f=0 mit H==0 zu betrachten, kann 
ich aber auch diejenigen von f=0 mit 
n) | Hr Id 
betrachten, wo $ einen Kegelschnitt bedeutet, und die Coefficienten von 
®8 so wählen, dass eine Anzahl Coefficienten aus n) verschwindet. 
Wegen der Symmetrie der Gleichungen in Bezug auf die drei Coordinaten 
wähle ich für $ einen Kreis, d. h. ich setze 
0) Kal’ +? 4x3?) +2P(x2x;+xX3xı + XıX) 
dann wird H+f8= 
02— 140) [xıt (x? 4x3?) +X3? (x? +x1?) +X3? (X? 4x2?) 
+2 x (HR HR?) +2 [PA (I 1) Rd’ HR He?) 
+2Px+ß(1 +2) +91 -+2%)] [xıX2x3 (Xi? (X -+x3) 

++) +2 (ut X))) + 3(Ra +4 +2 +2) sm rrrR? 0. 

Unter diesen vier Reihen von Gliedern kann ich nun durch passende 
Wahl von x und ß zwei beliebige zum Verschwinden. bringen. Die erste 
Reihe verschwindet, wenn ich setze 

a—=1-- 1, 
die zweite, wenn ich setze 
BEIN 2a). 
Dann enthält der Rest den Factor x,x3x3, den ich fortlasse, weil er 
nur Doppelpuncte liefert. Es bleibt übrig eine Curve. 3%" Ordnung, 
deren Gleichung nach Wegwerfung des Factors 3 (1—X) lautet: 
p) v=2/ 14a) tr? (gt) +83 (+ 8)] 
+3 (1 ++ 2%) XXX —0. 

Diese Curve 3'°® Ordnung geht durch die Ecken des Dreiecks, hat also 
in jeder derselben noch zwei Schnittpuncte mit f gemein, wie es auch 
sein muss, da ein Doppelpunct 6 Wendepuncte absorbirt. Die weiteren 
6 Schnittpunete mit f sind die Wendepuncte. — Da übrigens die Curve 
3ter Ordnung V—=0 durch eine quadratische Transformation obiger Art 
(siehe b) und d)) wieder in eine Curve 3'°" Ordnung übergeht, f aber 
in eine Curve 2‘ Ordnung, so können die den Wendepuncten ent- 


BRae! sa a: 


sprechenden Puncte direct als Durchschnitte einer Curve 2" und einer 
ter Ordnung gefunden werden. — 

Setze ich in der Gleichung H+fR=0 aber «=1—X% und 

RER) | 
Be 
wird H+fR eine Curve 6‘ Ordnung mit dreifachen Puncten in den 
Ecken, nämlich, H+f8= 
3 N— 
12% 
eine Curve, die durch quadratische Transformation gleichfalls in 
. eine Curve 3° Ordnung übergeht und dann das neue Coordinaten- 
dreieck zum Wendepunctdreieck hat. — 

Die Gleichung des Wendekegelschnittes erhält man nun un- 
mittelbar, wenn man die Gleichung der gegebenen Curve f=0 und 
der eben abgeleiteten V—0 in folgender Weise schreibt: 

f= (x; +31 +XX%)? +2 (N 1)XıXaX3(Xı 4X + %3)—0 
und =2A(14N)[xı+Xe+x3] [X2Xx3+X3xXı + Xı82] + 3 (IM) XXX 0. 
Bildet man dann den Ausdruck 3f +2(xı+x3-H x3)V, der gleich 0 
gesetzt eine Curve 4" Ordnung bezeichnet, welche durch die 6 Wende- 
puncte und die 3 Doppelpuncte von f==0 hindurchgeht, so erhält man 
Y) 3f-++2(xı+ xx 4x3) y= 
(XaX3 + X3Xı + XıXa)[3 (XgXxs +83 u + X X) +4 (IHN) (ti 383)?] >= 0, 
Der eine Factor XgxX3+X3Xı+Xıxa==0 liefert den Kreis durch die 
3 Ecken, der die gegebene Öurve 4° Ordnung ausserdem noch in den 
unendlich fernen imaginären Kreispuncten schneidet, (s. 8. 37) der 
andere Factor, oder 

K=4 1 + (+89 4x) + 3 (Xgx3 + X3Xı + X 8), 
muss, gleich O gesetzt, demgemäss die Gleichung des durch die Wende- 
puncte gehenden Kegelschnittes darstellen. Dieser ist nun wegen der 
Symmetrie seiner Gleichung in Bezug auf die drei Coordinaten ein Kreis, 
und geht in Folge dessen auch durch die unendlich fernen imaginären 
Kreispuncte d. h. durch die Berührungspuncte der Doppeltangente 
xı +x2+x3=0 mit der Curve 4'* Ordnung. (s. $. 32). 

Schreibe ich seine Gleichung in der Form: 
r\ıK—= Er N) x? +32-+x3?]+2 (SAL) +3] [xa xX3-4-X3 xxx] 0, 
so ergiebt sich aus g) für den Radius R desselben, indem ich statt X setze, 
SIA+HN-+3 

SII-FN) ’ 


s) + (it2). 


‚so fällt die erste und dritte Reihe fort, und es 


30 ul) IOA+YRfr?’ HR tx?) —3(1 +3) xx? x] 0, 


N. Dei 


Für den Werth en, wo die Curve 4'° Ordnung drei 


Undulationspuncte besitzt, wo also stets zwei Wendepuncte, ebenso wie 
die Berührungspuncte einer Doppeltangente zusammenfallen, berührt der 
Wendekreis die Curve 4‘ Ordnung, und R fällt mit p zusammen. 


2 
(= ;,) er 


Die Auffindung der 6 Wendepuncte geschieht nun leicht durch 
Elimination einer Variablen aus zweien der Gleichungen f=0,)—0 
und K=0. Aus der letzten folgt, 


+ 41%) 
3 


RB tt +L BR —=— (xı+x-+-x)?. 


Setze ich diesen Werth in f=0 oder )==0 ein, so folgt 
1T _ SPAN? 
BEAT) 
Um sogleich die absoluten Coordinatenwerthe zu erhalten, setze ich 
der Relation e) gemäss 


(X +xX2+-x3)?. 


s=1—-(+x;), 


so wird 7 | 
A1—-% 
SEELE OT EULC HE EEN)E mau mel] 
A N 
oder ee al x id. h. 
2 —=1—- st (eukiyopa, pr ash 


Setze ich dies mit positiver Wurzel in ff ein oder in 
SP(I+X? 
I1—%) 


+] 
men Xg (x 2. N) ’ 


—=(1—x3—Xy)XgX3, so erhalte ich 


3 
also endlich 
4A (1A) 8 (1+-X)? 
Sue DT er NV En el are 
' ailanid 31 vita Ol) 
Ist xx =y eine Wurzel dieser Gleichung, so lauten die beiden 


andern (x und ß) 
u: —ıi+ Ve-o- ER REETEN Ka a EHRE FAT SER 


Dieselben er Werthe erhält man auch für die en (xı und 


en 


ar UN 


x) der beiden zu x» gehörigen Wendepuncte. Daraus ergiebt sich 
das folgende Schema der sechs Wendepuncte (I—VI) | 
I X TU, y——ß, RUF 


1 Bey =ß 
Muß, su =yx=«a 
IV ymU,,=Y 
VYeyn=%,u=ß 
VI 400 CE 


Um die‘ Gleichung t) allgemein aufzulösen, hat’ man’ nach der 
Methode des Hrn. Prof. Cayley?%) ihre Diseriminante D und ihre eubische 
Covariante J zu bilden. ‘Dann ist (U VDE  VD- J)% eine 
Wurzel der Gleichung. Ich werde die hierzu erforderliehe Rechnung indessen 
hier nicht ausführen, zumal. da man zur Auffindung ’des..Productes. der 
Wendetangenten, des ergänzenden Kegelschnittes und der zugeordneten 
Curve der einzelnen Wurzeln nicht bedarf, sondern nur ihrer symmetri- 
schen Functionen, die bekanntlich durch die Coefficienten.der Gleichung (t) 
direct gegeben sind. oa 

Ich bilde nur, um die Realitätsverhältnisse der Wurzeln der 
Gleichung einfach discutiren zu können, ihre Discriminante D..—. Die 
Diseriminante der allgemeinen cubischen Form 

ax’ +3bx?+3cx-+-d lautet, 9) 
ad’—+4ac®+4db? — 3b? e?— 6abced, also hier 
De an Zur (4A) (SI-+3). 
Dieselbe verschwindet d. h. die Gleichung t) hat .Doppelwurzeln, für 
die Werthe A=0, wo die Ourve 4 Ordrung indessen noch imaginär 


ist, für ra wo sie aus vier isolirten Puncten. besteht, für 


3 el ; : 
I=— 7, wo sich. immer zwei Wendepuncte zu einem Undulations- 


punet vereinigen und für A%—= — 1, wo die Curve drei Rückkehrpunete hat. 
Das Zeichen der Discriminante hängt nur ab von dem Factor 
o=(1HN(5R-+ 3), 


der für X%=— 1 und ya verschwindet. Für zwischengelegene 
9) 


Werthe von % wird o, also auch D negativ, d. h. die eubische Gleichung (t) 
hat‘ für dieses Intervall drei reelle, und zwar positive Wurzeln; ausser- 
halb der genannten Grenzen ist ©, also auch D positiv, und die cubische 


26) Siehe Salmon, Eupbrnisn in die Algebra der lin.  Transformationen, Seite 208 u. I. 
27) Siehe ebendaselbst, S. 207. 


ER TOLLER 


Gleichung hat eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln.?®) Sind aber 
alle Wurzeln der ‚Gleichung reell, so werden auch alle CGoordinaten, 
der sechs: Wendepuncte reell; ist aber nur eine reell, so werden die 
Wendepuncte  imaginär. Denn ist y der für x; gefundene reelle 
Werth, so sind die zugehörigen andern Coordinaten des Wendepunctes, 
xı und xa, als mit den andern Wurzeln der cubischen Gleichung identisch, 
imaginär, also der Punct selbst imaginär. 

Um nun die Gleichung der zugeordneten ÖGurve und des 
Ergänzungskegelschnittes zu bilden, hat man sich zunächst des 
im $ 10 Gesagten zu erinnern. - Wie auf Seite 40 bewiesen, sind in 
unserem Beispiel die Berührungspuncte der Doppeltangente xı+x2 + 
x3>—=0 mit der Curve 4'° Ordnung auf dem Kegelschnitt K durch die 
6 Wendepuncte gelegen. Es wird demgemäss (nach $ 10) die zugeordnete 
Curve in diesen Puncten gleichfalls von den genannten Geraden berührt, 
während der Kegelschnitt Kı den Kegelschnitt K ebendaselbst berührt. — 

DaK ein Kreis ist, und die Berührungspuncte der Doppeltangente die 
unendlich fernen imaginären Kreispuncte sind, so drückt das letztere aus, 
dass Kı ein zu K concentrischer Kreis ist, seine Gleichung also die Form hat 

Kı=2x (u? + x? +x3) +2P(XgX3 + X Xı + Xı Xe) =0.— 

Um ferner das Product der sechs Wendetangenten zu 
finden, denke man sich zuerst ‚die Wurzeln xßYy der cubischen 
Gleichung (t) als bekannt. Dann erhält man als Gleichung. der dem 
Wendepuncte I zugehörigen Wendetangente 

| xufatxfß+xsfy=0,”) 

aus der die übrigen entsprechend dem Schema auf Seite 42 durch 
Vertauschung je zweier der Grössen &,ß,y oder, was dasselbe ist, der 
Coordinaten xı, xa, x3 hervorgehen. Daher ist das Product der Wende- 
tangenten sowohl in Bezug auf die ersteren, wie in Bezug auf die 
letzteren symmetrisch. Die Coefficienten des entwickelten Productes 
sind also symmetrische Functionen der «, ß, y.d. h. direct durch die 
Coefficienten der cubischen Gleichung ausdrückbar. — 

Man erhält nun weiter aus $ 10 No. 23 für die zugeordnete Curve 
Cy' die Gleichung 
u) GG. =tr...t6.(Xı+ 82483) — K?(alxı?+x2?+x3?) 

+2ß (xxx3+x3xXı + XıXa)) 
eine Gleichung, aus der sich zunächst ergiebt, dass Cy gleichfalls eine 
symmetrische Function der Coordinaten sein muss, also etwa 


28) Vergl. Clebsch, Theorie der lin. Formen. $. 129. 
29) Unter f’« ist, wie gewöhnlich, das Resultat der Substitution der Werthe &, ß, y für 


af 
x, X X, in er verstanden. 


Ga +! +) +4b Rat) teils +) FR’Xı +2) 
+6c(x Xhx;? x?-+x7? x92) -H 12d [xı? Xox3+X9? X3 xı-tx3xı xo] FM | 
Auf der rechten Seite der Gleichung u) sind nur noch die 'Coefficienten 
x und ß unbekannt. Diese bestimmen sich dadurch, dass die Coefficienten 
von x1°, x9°, x3° und xı’ (xg—+-x3) etc. verschwinden müssen, weil‘ die 
Curve CO, und damit auch der Ausdruck rechts (in u) Doppelpuncte in 
den Ecken des Dreiecks enthält. — Die Coefficienten von (4 ergeben 
sich dann durch weitere Vergleichung der Coefficienten beider Seiten von u). 

Ich bemerke noch, dass C,’ im Allgemeinen nicht, wie es vielleicht 
scheinen könnte, ebenfalls Doppelpuncte in den Ecken des Dreiecks hat 
oder auch nur einfach durch dieselben hindurchgeht. Man überzeugt 
sich davon leicht in einem speciellen Falle, z. B. wenn die Curve Cu 
drei Undulationspuncte hat. 

Hier fallen nämlich immer zwei Wendetangenten t in eine Un- 
dulationstangente T, und K mit K, zusammen; die Gleichung u) ver- 
wandelt sich also in die folgende | 

C4.Cy = (Tı.T3. Tzr —AK® 
ZN Ti. TH Tr EVD DT IR 

wenn die Doppeltangente xı+x2-+x3 bedeutet. Diebeiden Factoren rechts 
sind nun die Curven C, und &% selbst, wie auch unmittelbar klar ist, 
da Tı, T,, T; auch als Doppeltangenten mit zusammenfallenden  Be- 
rührungspuncten aufgefasst werden können, während K der Kegelschnitt 
durch die Berührungspuncte wird. Es muss also C4 sowohl wie O4 die 
Form haben TTTr+-uR 

C; und C, haben nun in jedem der drei Undulationspuncte vier Puncte 
und in jedem Berührungspuncte der Doppeltangente 7 zwei Puäcte, 
zusammen 16 Puncte mit einander gemein, können also, da sie ‘von 
einander verschieden sind, keinen weiteren Punct mit einander gemein 
haben d. h. Cy' geht nicht durch die Eckpuncte des Dreiecks hindurch. — 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich auch die Entwickelungen für 
den allgemeinen Fall einer Curve 4° Ordnung mit drei Doppelpuncten 
- ableiten. Die Doppeltangenten und der ihre Berührungspuncte enthaltende 
Kegelschnitt finden sich bei Salmon, eb. Curven 8. 320 u. ff. Die 
Entwickelung des Wendekegelschnittes werde ich im Folgenden noch 
kurz angeben. | 

Um den Wendekegelschnitt der Curve 4° Ordnung mit drei 
Doppelpuncten 


30) Um dasProduct der Wendetangenten zu finden, kann man auch die Gleichungen P=0 
und Q==0 (8. No. 18) benutzen und ausihnenin Verbindung mitder Gl.u,x; +w x + x, —0 
die u eliminiren. Das Eliminationsresultat enthält dann ausser den 6 Wendetangenten hier.noch 
die Tangenten in den Doppelpuncten jede 3 mal als Factor. 


fe au X? x? + agaxz?xı? + ag xx? + 2Xı XaXg [aagXı + Ası a + Are xs] 
zu finden, bildet man in ganz derselben Weise, wie auf Seite 39 
einen “Ausdruck von der Form 
H+f.8=0, 
wo H die Hessesche Form und $ eimen Kegelschnitt bedeutet, und be- 
stimmt die Coefficienten von $ so, dass der Ausdruck H+fXR das 
Product der Seiten xı xg x3 als Factor enthält. Es ist aber 
H== (a35? — a9335) [a33Xxg?—+ 2 a93Xax3 + agaxs?] xı* 
—+ (a3? — 33 211) [arı 8? + 2azıXx3Xı + a33X1?] xe* 
- + (a19? — aıı 293) [as x + 2 2a13XıXe+Aıı x22] Xat 
+ 2 aıı (2212 231 — 223 a1ı)Xa?X3°—+ 2292 (2 A12 223 — A292 a31) xy’ X1° 
+ 2233 (2 ag 31 — A12 233) Xı? xp” 
—+- 2 (a29 233 + 2 293?) (agı + aiaX3)Xı?XaXg 
+ 2 (a33 2114 2831?) (a12X5 + agsXı) Ne’ X3 Xı 
+ 2 (a1ıa92 +2 219°) (aa3Xı + as X2) X’ XıXa 
+6 (2119992334 a23 Az1aı2)Xı? X2? X. 
Durch passende Bestimmung der Coefficienten von 8 kann man 
nun H+f.$ auf die Form bringen 
H-+f.R=3xxx3Vb, wo 
== 2| (ag 233 — a93?) (ası X + a12X3)xı? + (As5 aıı — azı?) (Ai2X3 + a2 Xı)? Xa 
| —+ (a11 92 — a9?) (aasxı + ası Xa) x3?] 
-HX1XgX3 [3211 222 333; — 6 a23 231 12 + 11 a93+ a92231?+ 233 212°]. 
Die Curve y==O geht auch hier durch die Wendepuncte und Doppel- 
puncte von f=0 einfach hindurch. — 


In derselben Weise, wie früher (S. 40), suche ich dann eine lineare 

Function AıXı + AgXg + AsXa 
so zu bestimmen, dass der Ausdruek 

V(AıXıt AaXa + Azx3)—+xf, 
in dem x eine Öonstante bedeutet, in zwei quadratische Factoren zer- 
fällt, von denen der eine einen Kegelschnitt durch die drei Doppel- 
puncte von f, der andre den Wendekegelschnitt darstellt, so dass also 

Yıti + 9er + I) +rf= 

(VıXaX3 + VaX3Xı + U3XıX9) (Aıı X? + &g2 X? + a3 X? 
2 %23X2X5 +21 X3Xı+ 2j%12X1Xa) 

Ueber zwei der Constanten, etwa x und y.ı, kann ich willkürlich dis- 
poniren ®!) (nur dürfen dieselben; natürlich nicht = 0 oder co gesetzt 
werden) und erhalte dann mit Hülfe von lauter linearen Gleichungen, 
folgende Werthe für die x, %, p. und «. 


31) Ich benutze sie im Folgenden, 'um etwa auftretende Nenner wegzuschaffen. 


PIE. ; 


4.1 == 31 919 5 Va 912923 5 Y.3 923951 
? +2 233 211 22? A93?-+ 2 a11 922 a9? agı? 
— 993 Azı Aı2 [3 a1 aaa a35 + a1 a2? +92 231? + as32ı2?] 
h=ag(A—ayıAıı) 
gay (A— a2 Ar) 
A212 (A — 935 Az;) 
aı—=2Aı |A— a An] 
a2 A2|A— a Ass] 
332 As3[A — a3; As;] 
2% — — [A (3 aıı aa + 2 a12ası) + 4 a93 Aas?] 
201 —=—[|A (3 a95 a3) + 2 12293) + 4azı Ası] 
2812 — [A (33321942 a93 agı) + 4aıa Aıa?] 
wenn unter A die Determinante 
11 212 413 | 
A= 291239 295 | (air—ar;), und 
431432933 
unter A;x die zu einem Elemente a; gehörige, Unterdeterminante ver 
standen werden. | 
Die & d. h. die Coefficienten des Wendekegelschnittes sind vom 
fünften Grade in Bezug auf die Öoefficienten der Curve 4 Ordnung. 
Ihre Determinante, deren Verschwinden das Zerfallen des Wendekegel- 
schnittes in zwei gerade Linien aussagt, ist somit vom 15. Grade in 
Bezug auf die Ooeffieienten air. (Vergl. S. 31). 


$ 12. 
Verallgemeinerung des Wendepunctsatzes für Curven 
n‘er Ordnung. 


24) Für die Wendepuncte einer allgemeinen Curve n!“ Ordnung gilt 
der ‚folgende Satz: 


„Legt man durch Mare Auen Wendepuncte einer Gurve n’ 


Ordnung eine Curve n — 2" Oe hindurch, so schneidet diese die 


(n ze Auer 


erstere noch in A Puncten, die gleichfalls -—. 


sind.“ 
Bei dem Beweise dieses Satzes kommt es, wie früher schon bei 
den Curven 4 Ordnung darauf an, zu zeigen, dass die Tangenten (t) %) 


32) Ich werde die Tagenten durch indices unterscheiden, und für die Wendetangenten 


; ar 2), m 14} n(n—1) 
die Zahlen 1 bis NERTEETTIETTIET, für die übrigen Tangenten die Zahlen DER Ticne 


als indices gebrauchen, 


bisn(n— 2) 


(n—1).(n—-2) 


in jedem der letztgenannten Puncte die Curve n' 


Ordnung noch in einem ihrem Berührungspuncte unendlich nahen Puncte (x) 
schneiden, oder dass die dreifach gerechnete Gurve' n— 2 Ordnung auf 
jeder Tangente den dem Berührungspunct unendlich nahen Punct (x) 
der Curve .n!®' Ordnung enthält. Diese dreifach zu. rechnende Curve 
n— ger Ordnung werde ich mir ebenso wie im $. 3 ‚der Einfachheit 
wegen raue in drei verschiedene Curven n— 2ter Ordnung G,-, 
Oel zeriaot denken. Jede derselben schneidet die Curve 


(n—1)(n 
2 


n'*" Ordnung noch in 2) Puncten. Die Verbindungslinien der 


jedesmal zusammengehörigen d.h. später zusammenfallenden Schnittpuncte 
der "beiden ersteren ' Curven (On-2 und Cn_2} mit (vertreten 
dann die Stelle. der Tangenten, und der Satz 24) ist, bewiesen, sobald 
gezeigt ist, dass auf jeder oder auf einer beliebigen dieser Linien ein 
Schnittpunet (x) derselben mit C’’n_2 in Cn liegt. 

Ich werde zum Beweise, wie auch früher bei den Curven, 4'°r 
Ordnung, mich aller Tangenten (t) bedienen und die ‚drei in Frage 
kommenden ‚Öurven durch Hülfscurven zu einem ‚gleich hohen ‚Grade 
(n— 2)(n+1) ergänzen. h 


Zu dem Zwecke sei zunächst durch 5 [n ag )— 2][n(a—2)+1] 


ER 9 ln-3) @—2)%4+3]— 1 (n—2)(m-+1) oder « Schnitt- 


puncte der drei Curven CGn—2, On-2, Cana mit den n(n — 2) 
Tangenten und eine Anzahl weiterer, Puncte eine Curve n(n—2) —2'" 
Ordnung (Cnm-9—.) gelegt. — Dies ist stets möglich. Denn « ist 1) 
und zwar um n—2 kleiner als 


3a) na 9-2) 3 Ba 15m) -2] 


d. h. kleiner als die höchste Zahl von 'Puneten,: welehe man nach 
$ 1, II* unter den Bestimmungspuncten einer Curve an (n — 2) — 2 
Ordnung, 'ohne dass ‚dieselbe zerfällt,‘ willkürlich auf einer «Curve 


3(n— 2)" Ordnung annehmen darf. 2) ist «auch > [n(a—2)— 2] 


[n(n— 2)-+-1] d. h. kleiner als die’ Zahl der eine Curve n(n—2) — 2'* 
Ordnung bestimmenden Puncte. — Man hat zugleich dafür Sorge zu 
tragen, dass sich unter den obigen « Puncten keiner der später beim 
Beweise anderweitig zu benutzenden Puncte befindet, vor allem nicht 
folgende 3n(n—2) Puncte 1) die al ) Schnittpuncte der Curven 


Ds Ei Cu. mit 08 2) die e (n—2) (n-+1) Puncte, durch 


= 8 


welche C’’„_2 gelegt ist (die bei dem Zusammenfallen ‚der drei 
Curven Wendepuncte darstellen) und 3) die 5 (n—1)(m— 2) Puncte x 


.. . tn@m-—2) in der Nähe ihres 


in denen C’”’„_a die Linien t Ban. 


Berührungspunctes mit C„ schneidet. Dies ist aber stets möglich. 
Denn die Zahl aller Schnittpuncte der Tangenten mit den drei. Curven 
n— 2'* Ordnung ist 3n(n—2)?; es bleiben alsonoch 3n (n— 2)? —3n (n— 2) 
oder 3n(n—2)(n—3) Puncte zu meiner Verfügung. Da diese Zahl, 
für n>3, stets >a ist, so kann man die genannten « Puncte unter 
ihnen, ohne Benutzung jener 3n(n—2) Puncte, auswählen. 

Die Curve Cnam-2—-2 Schneidet nun die Tangenten noch in 


n(n—2)[n(n—2)—2]—« Puncten. Durch = (n— 2)? [(n—2)?-+3] 
von denselben lege ich eine Curve von der Ordnung (n— 2), 
[C(n- ey], und endlich durch beliebige 5 (n—2)(n-++1) Schnittpuncte 


der Curvensysteme NT (n— 2) 2 und N eine 
Curve n—2'* Ordnung 0P,_». 

Dann habe ich folgende drei Curvensysteme von der Ordnung. 
(n—2)(n-+1): 

1) C„ in Verbindung mit der Curve Cn(n—29)—2, 

2) Die n(n— 2) Tangenten t zusammen mit der zuletztbestimmten 
Curve n— 2' Ordnung CP, 2, 

3) Die drei Curven Cn_e, Cn-2; C'n-g oder die dreifach 
gerechnete Wendecurve im Verein mit der Curve O(n—_2)°. 

_ Diese drei Curvensysteme haben nun folgende Puncte gemein: 
1) C. mit den Linien t und den Curven O3, Cn-2, C’n_2 


n(n—2)-+n (n — 2)+ ; (n—2)(n-+1) 
2) Cam 2) mitdenselben Curven r In(n— 2) — 2][u(a—2)-+1] 


+22? 3 a2? [a 9)+3]-- 5a-2) at), 


3) Caa-9—2 mit den Linien t und der Curve Ca- 3° 
5 0 2m —2)?+ 3] 


1) 0. Com 9. mit Oy-2.02.0 2 2.00 
1 | 
;a- a1) 


d.h. zusammen (a—2) (n+1) [m-—2) (n-+1) +3] — 1 Puncte. 


Br? Ti 

Hieraus folgt nach $ 1, II, dass sie auch weitere 
;la—2)a+ N) 1] —Ya+n—2] 

Puncte gemein haben. 


Zu diesen Puncten gehören vor allem die oben bezeichneten Puncte x, 
die als Durchschnittspunete von C’n— mit einer Linie t auch auf 
einer der Curven des ersten Systems On.Cnn-—2)— 2 liegen müssen. 
Nun blieben zur definitiven Bestimmung von Cn@—2) - 2 noch 


a2 In Y’+3]4+50-2)a+—na— 2} 


Puncte willkürlich zu wählen. Diese seien jetzt so festgesetzt, dass 
die Curve n(n— 2) — 2" Ordnung nicht durch den Punct x auf irgend 
einer Linie t hindurchgeht. Dann muss dieser Punct, da er nach der 
eben gemachten Annahme auf Cua—»,—s nicht liegen kann, auf C, 
liegen, d.h. C, hat hier einen Wendepunect. Da nun die Linie t beliebig 
war, so gilt dasselbe auch von den übrigen, und ist damit der Satz 24) 
bewiesen. 

Der eben geführte Beweis verlangt zwar die Zuhülfenahme von 
Curven bedeutend hoher Ordnung, hat aber den Vortheil, dass er für 
alle Werthe von n(n>3) gültig ist. 


Selbst für n—=3 wird derselbe mit dem gewöhnlichen Beweis 
identisch, wenn man die «drei ergänzenden Curven, die hier alle vom 
Grade 1 sind und zusammenfallen, einfach fortlässt. Für n = 4 fällt 
der Beweis im Wesentlichen mit dem im $ 3 geführten zusammen, 
sobald man dort die drei Curvensysteme zu einem gleich hohen Grade 
ergänzt. — 

Von dem Satze 24) aus gelangt man nun unmittelbar auch zu 
einer Erweiterung des Satzes 6), die folgendermassen lautet: 


25) „Legt man durch ut a Wendepuncte eimer Curve n'“” 


Ordnung (U) eine Ourve n — 2" Ordnung (On-2), so schneidet diese 


m-2) (m £ | 
die erstere in ww \ ge ferneren Wendpuncten (Satz 24). — Die 


n (n — 2) Wendetangenten schneiden die Curve n'” Ordnung noch in 
n (n— 2) (n— 3) Puncten, durch die sich eine Curve (n — 2) n— 5)" 
Ordnung legen lässt. — Die Puncte, in denen diese Curve und die 
dreifach gerechnete Wendepuncteurve die Wendetangenten ausserhalb 
On schneiden, liegen auf einer Curve n (n — 3)” Ordnung.“ 
Betrachtet man nämlich die n(n— 2) Wendetangenten als eine 


Curve n(n — 2)" Ordnung, ebenso die dreifach gerechnete Curve durch 
4 


die Wendepuncte zusammen mit einer Öurve (n — 2) (nm — 3)!" Ordnung, 
(a1) (n- 2) 
2 


die durch n(n-—-2)(n— 5) — der weiteren Schnittpuncte 


der Wendetangenten mit O„ gelegt ist, so haben diese beiden Ourven 
n (a — 2)'°" Ordnung mit der Curve n' Ordnung folgende Puncte gemein, 
1) die n(n — 2) Wendepuncte, die jeder dreifach zu zählen sind, 


2) die letztgenannten n{n— 2) (n— 3) — a Kl Puncte 
— IND 2 | 
d. h. zusammen n (n—2).n — Puncte; sie haben also nach 
al) (n —2) 


$ 1 Satz III auch fernere Punete mit derselben gemein. 


2 

02 9) (u—») geht daher in der That durch die genannten 
n(n—2)(n— 3) Sehnittpuncte der Wendetangenten mit C„ hindurch, 
während die weiteren Schnittpuncte der beiden Öurvensysteme.n (n—2)!*" 
Ordnung auf einer Curve n(n— 3)’ Ordnung liegen. — 

Diese Curve n(n— 3)!“ Ordnung entspricht der zugeordneten Curve 
bei den Curven 4" Ordnung, nimmt aber, da sie schon für n>4 von 
bei weitem höherem Grade als die Curve n'*" Ordnung selbst ist, weniger 
Interesse in Anspruch. — 

Die aus dem Satze 25) sich ergebende analytische Darstellung der 
Curven n'® Ordnung in Verbindung mit einer solchen Curve n (n—3)!®" 
Ordnung 

U. ae Ei PRO UISP ICH 
liefert ferner für die Puncete der Wendecurve (C„_s) Eigenschaften, 
die denen im $ 8 für Gurven 4'% Ordnung entwickelten analog sind. 

Der Satz 24) lässt endlich nach der Analogie der Curven 3" und 
4'° Ordnung erwarten, ‘dass bei einer Öurve n!* Ordnung höchstens 
n(n— 2) Wendepuncte 'reell sein werden. — | 

Schliesslich bemerke ich noch, dass mir der Satz 24) der specielle 
Fall eines bei Weitem allgemeineren Satzes zu sein scheint. Dasselbe 
Recht des Behandlung nämlich wie die dreipunctig berührende Gerade 
oder die Wendetangente, hat auch der sechspunctig berührende Kegel- 
schnitt, die zehnpunctig berührende Curve 3'° Ordnung, überhaupt die 
v+ 1 punctig berührende Curve n'* Ordnung, wenn v — m 
ist. Damit eine Berührung dieser Art in einem Puncte??) einer Ourve 
p'°" Ordnung möglich sei, ist einer Bedingung zu genügen, und alle 
Puncte der Ourve p'*' Ordnung, welche diese Bedingung erfüllen, bilden 


33) Man könnte solche Puncte vielleicht zweckmässig Schmiegungspuncte iter, 2tor, , 
yter Ordnung nennen. 


VE 


die Durchschnittspuncte derselben mit einer andern ÖOurve. Diese lässt 
sich nun vermuthlich, wie nach Satz 24) bei den Wendepuncten die 
Hessesche Curve, durch Curven niederen Grades ersetzen. — So liegen 
z. B. bei einer Curve 3‘ Ordnung die Puncte, in denen eine sechs- 
punctige Berührung mit einem Kegelschnitt stattfindet auf einer Öurve 
Hter Ordnung, während auf der Verbindungslinie zweier solcher Puncte 
stets ein dritter derselben Art liegt. °*) 

Ich hoffe, bei späterer Gelegenheit hierauf zurückkommen zu 
können. 


34) Dieser Satz, der von Steiner mitgetheilt und von Hesse bewiesen ist, lässt sich 
leicht mit Hülfe der Sätze des $ 1 bestätigen. Verbindet man nämlich zwei Puncte, in denen 
die Kegelschnitte K resp. K' die Curve 3ter Ordnung C, sechspunctig berühren, durch eine 
Gerade L und construirt in dem dritten Schnittpunet derselben mit C, den fünfpunctig berühren- 
den Kegelschnitt K”, so lässt sich zeigen, dass K’’ in dem Berührungspunct noch einen weiteren 
Punct mit C, gemein hat. Die: beiden Curvensysteme 6ter Ordnung K. K', K'’ und die 6 fach 
gerechnete Linie L haben nämlich mit C, 17 Puncte, also nach $ 1, II noch einen weiteren 
zunct gemein, womit der obige Satz bewiesen ist. Zugleich ergiebt sich eine zweite Curve 3 ter 
Ordnung C',, die zu L und K, K', K’ in genau demselben Verhältnisse steht wie Cz selbst. 
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THESEN. Bin 


l. Der von Aronhold eingeführten symbolischen. Bezeichnung kann 


eine reale Bedeutung untergeiegt werden. 
2. Die von Sarrut (in den Comptes rendus von 1353) angegebene 
Methode zur Verwandlung geradliniger Bewegung in kreisförmige 
und umgekehrt verdient allgemeine Einführung. | 
Es ist im Allgemeinen unrichtig, dass bei der Verwandlung einer 


os 


in .Punctcoordinaten gegebenen Ourvengleichung in eine solche mit 


Linieneoordinaten zu den ursprünglich vorhandenen Curvenzweigen 
neue hinzutreten. 

4. Zu jeder Curve 5'* Ordnung gehört in Bezug auf jene 3 Wende- 
puncte enthaltende Gerade (A! eine andere Curve 3! Ordnung, 
welche diese 3 Wendepuncte gleichfalls zu Wendepuneten hat. Ihre 
anderen 6 Wendepunete aber liegen auf den beiden Geraden (B und (), 
welche mit der ersten Geraden (A) ein Wendepunctdreieck für die 
gegebene Curve 3! Ordnung bilden; und zwar sind die den Wende- 
puncten auf einer dieser Graden, etwa B, zugehörigen Tangenten 
identisch mit den Tangenten in den auf der anderen Geraden (C) 
gelegenen Wendepuncten der gegebenen Curve. 

5. Für die. Erklärung der Grundconstitution der Materie hat von 
physikalischem Standpuncte aus allein die Annahme punctueller von 
einander getrennter Atome wissenschaftliche Berechtigung. 
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